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1. Vorbemerkung

Mit der rasanten Entwicklung der PC-Technologie ist es heute mdglich geworden, auch
komplizierte mathemati sche Berechnungen quasi "zu Hause" durchzufiihren und

mathematische Zusammenhange am Bildschirm sichtbar zu machen.

Besonders bestechend sind Computer-Grafiken der fraktalen Geometrie, die als "Julia-
Mengen" oder "Apfelméannchen™ in weiten Kreisen bekannt wurden und durch ihre einmalig

schonen Strukturen auch den Laien ansprechen und begeistern.

Im Internet werden mittlerwelle Programme angeboten, die kostenlos heruntergel aden werden

kénnen und mit denen man faszinierende Grafiken produzieren kann.

Um den mathematischen Hintergrund besser verstehen zu kénnen, wurde in der vorliegenden
Schrift versucht, ausgehend von einfachen Beispielen, die theoretischen Grundlagen mit
elementaren Mitteln zu entwickeln. Dabei steht die quadratische Iteration mit ihrer
verbliffend einfachen Formel im Vordergrund. Esist erstaunlich, wie durch Erweiterung
dieser einfachen Formel, beginnend mit den reellen Zahlen Uber die komplexen Zahlen bis zu
den Quaternionen, sich immer neue Aspekte ergeben. Dabel ist es nicht die Absicht, alle
Eigenschaften streng mathematisch zu beweisen, es soll vielmehr ein Uberblick gegeben und
die wesentlichen Gedankengange sollen aufgezeigt werden.

Die formelméfdigen Ableitungen werden durch einfache Computerprogramme erganzt, die in
der weit verbreiteten Programmiersprache "QBasic" geschrieben sind. Diese Programme
erheben keinen Anspruch auf optimale Programmierung, sondern sollen Anregungen geben,
eigene Rechenexperimente durchzuftihren, indem Parameter gedndert oder die

Rechenal gorithmen nach eigenen Interessen modifiziert und ausgebaut werden kénnen.

Damit soll dieses sehr reizvolle und alles andere al's "trockene" Spezialgebiet der Mathematik
veranschaulicht und einem interessierten Kreis auf praktische Wel se ndhergebracht werden.



2. Iterationen im Reellen
2.1 Die wiederholte Quadrierung einer Zahl

Ausgangspunkt fir unsere Betrachtungen ist ein einfaches Rechenbeispiel, das wir mit einem

(wissenschaftlichen) Taschenrechner durchfthren:

Wir geben eine Zahl 0.5 ein und driicken mehrmals hintereinander die x> Taste. Wir
beobachten, dal? das angezeigte Ergebnis immer kleiner wird und offenbar gegen O strebt.

Als néchstes geben wir die Zahl 1.2 ein und driicken wieder mehrmals die x*-Taste. Das
Ergebnis wird immer gréfRer und scheint gegen Unendlich (¥) zu streben.

Geben wir 0 ein, dann zeigt sich, da bei wiederholtem Driicken der x*-Taste dieser Wert sich

nicht &ndert.
Zum gleichen Verhalten kommen wir, wenn wir 1 eingeben. Dieser Wert andert sich nicht.

Die Ergebnisse unserer Rechnungen stellen wir in einer Tabelle zusammen:

Xo 0 05 1 12
X1 0 0.25 1 144
X2 0 0.0625 1 2.073
X3 0 0.0039 1 4.299
X4 0 0.000015 1 18.48
0 0 1 ¥
Fixpunkt Fixpunkt
anziEzhen d Grenzpunkt abstolRend | Grenzpunkt
Scheldepunkt




Damit sind wir schon in der Lage, einige wesentliche Ergebnisse festzuhalten und wichtige
Begriffe einzufihren:

1)  Wenn man in einem Rechenvorgang das Ergebnis mit diesem Rechenvorgang immer

wieder wiederholt, dann spricht man von einer [teration.

2) Der Anfangswert Xo, mit dem man die Iteration beginnt, hei 3t Startwert.

3) Bei der Iteration entsteht eine Folge von Zahlen:
X0, X1y X2, X3, eeenens s Xty Xndy eeeeeeens = (Xnp) = O(Xo),

die man als Bahn oder a's Orbit des Punktes xo bezei chnet.

4)  Inunserem Beispidl ist:

Xo Startwert
X1 = on

Xo = X12 = Xo4
X3= X22 = Xo8
*

*

*

Allgemein berechnet sich der Nachfolger xn.1 aus dem Vorganger x, nach der
Gleichung:

Diese Gleichung heil3t Iterationsgleichung.

5)  Spezidl in unserem Beispiel haben wir immer wieder das Quadrat einer Zahl berechnet.
Die Funktion y(x) = x?

heif3t Iterationsfunktion. Wir kdnnen daher auch fir unsere Iterationsgleichung

schreiben:

Xn+1 = Y(Xn) allgemeine Iterationsgleichung




6)

7)

8)

Die Iteration kann veranschaulicht werden durch folgenden Riickkopplungsprozef3:

Xne1 = Y(Xn)

Wir haben beobachtet, dal3 sich bel der Iteration die Zahlen 0 und 1 nicht &ndern. Diese
Zahlenx," =0 und x, = 1 heien daher Fixpunkte der Iteration.

Fir die Fixpunkte ergibt sich nach der Iteration der gleiche Zahlenwert. Esist dso in

unserem Fall:

=X o

Diese Gleichung heif3t Fixpunktgleichung. Die Lésungen der Fixpunktgleichung

ergeben die Fixpunkte:

X(x-1)=0 =} X1 =0

X =1

Allgemein hat die Fixpunktgleichung mit der Iterationsfunktion y(x) die Form:

y(x)- x=0 allgemeine Fixpunktgleichung

Zur Charakterisierung der Fixpunkte x” legt man fest (siehe hierzu auch den

Konvergenzsatz im Anhang 6.3):
X ist anziehend, wenn |y'(x)| <1
X ist abstoRend, wenn  Jy'(x)|> 1

X ist indifferent, wenn |y'(x)|=1

In diesem Zusammenhang spricht man auch vom Attraktionsverhalten der Fixpunkte.




Erlauterungen:

a) y'(x) ist die erste Ableitung (Tangentensteigung) von y(X):

Ry (x) , .
® X fir Dx® 0
Dx y'(X)

b) Der Betrag einer Zahl ist definiert durch: y
A
x far x>0
x| = -x fir x<0
y =K
0 fur x=0
~ >
X|<1 U -1<x<+1 0 X

9) Inunserem Fal ist:

YOO =x2;  y(X) = 25X
Y(x1)=2:0=0 b x; =0 istanziehender Fixpunkt
y(x2)=221=2 b x, =1 istabstoRender Fixpunkt,

in Ubereinstimmung mit unserem Rechenexperiment. Der anziehende Fixpunkt x; =0
zZieht quasi seine Umgebung an, wovon man sich Uberzeugen kann, wenn man die

Iteration mit verschiedenen Startwerten xo aus der naheren Umgebung von x; beginnt.

10) Der Einzugsbereich A(x,’) fir den anziehenden Fixpunkt x; =0 ist gegeben durch:
A(X) ={Xo | (Xn) ® X{ flrn® ¥}
={Xo | [Xo| < 1}

Diese formale Schreibweise wird gelesen als: "Der Einzugsbereich von x;~ ist die

Menge dler xo, fur die gilt: |xo| < 1."

Fal3t man den Punkt ¥ ebenfalls als anziehenden Fixpunkt auf, dann kann man formal
schreiben:
A(¥) ={Xo|[xo| > 1}



Fir das Verhaten der Iteration gilt somit:

0O firXe|<1lund n® ¥
Xn) ® 1 firxo/=1und n® ¥
¥ flrXo|>1 und n® ¥

11) Der abstoRende Fixpunkt x, = 1 ist als Scheidepunkt anzusehen, an dem die beiden
Einzugsbereiche A(x; ) und A(¥) aneinanderstofen.
Zum Beispiel unterscheiden sich die beiden Startwerte xo =0.9999 und X, = 1.0001
nur um 0.0002. Trotzdem ist das Grenzverhalten der Iteration fir beide Félle sehr

unterschiedlich.
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2.2 Umkehriteration

Wenn wir von der Iteration [Xn+1 = Xn” = Y(Xs)] mit dem Startwert xo ausgehen, dann erhalten

wir die Zahlenfolge:
X0y X1, X2, X3y veerann y X1y Xny Xntly seeerness

Es stellt sich nun die Aufgabe, bei vorgegebenem x, den Vorgénger X1 (das Urbild von x,)
Zu ermitteln.

Fir x, gilt: Xn = Xn-12

Daraus ergibt sich: Xn1 = /X,

Dawir mit regllen Zahlen rechnen, betrachten wir nur das "+"-Zeichen und schreiben:

X =+ X, =Y H(X,)

Diese Gleichung stellt die Umkehriteration zu unserer Ausgangsiteration Xn.1 = y(Xn) dar mit

folgenden Eigenschaften:

1) Die Fixpunktgleichung ist identisch mit der der Ausgangsiteration:
x*- x=0
mit den gleichen Fixpunkten:

X1 =0 und x, =1

2) Fur das Attraktionsverhalten folgt:

1

Y = Vx = x*
i 1 -2 1
L X) = =x 2 = ——
y— (x) 5 i
vy () ® ¥ b x; =0 istabstoRender Fixpunkt
vl () = % P x, =1 istanziehender Fixpunkt

Der Punkt ¥ kann in diesem Fall a's abstof3ender Fixpunkt angesehen werden.
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3) Damit liegt folgende Schluf¥folgerung nahe:
H Bei der Umkehriteration x ., =y *(x,,) kehrt sich das Attraktionverhalten der

Fixpunkte gegenliber der Ausgangsiteration x,,,, = y(x,,) um.

Das Einzugsgebiet des anziehenden Fixpunktes X, ist somit:
A(x2) ={Xo |0 < xo < ¥}

Diese Ergebnisse kdnnen durch Rechenbei spiele mit dem Taschenrechner bestétigt werden,

indem wir die Funktion +/x wiederholt anwenden. Bei spiele zeigt die folgende Tabelle:

Xo 0.1 1 100
X1 0.316 1 10
X2 0.562 1 3.162
X3 0.749 1 1.778
Xa 0.865 1 1.333
Xs5 0.930 1 1.154
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2.3 Eine erweiterte Iteration - Einsatz von Experimentierprogrammen

Bisher haben wir den rein quadratischen Iterator y(x) = x> betrachtet. Als nachsten Schritt

. , . , 1
fligen wir noch einen konstanten Wert hinzu und untersuchen den Iterator y(x) = x?- =.

2

Als Iterationsgleichung ergibt sich dann:

—_ 2
Xn+1 = Xn -

N~

Die Fixpunktgleichung lautet:

x:xz-l; xz-x-1=0
2 2

Die algemeine quadratische Gleichung x*+p>xx+q=0

: . _ _p, |p*
wird geloste durch: x,, = 21 2 q

Damit ergeben sich in unserem Fall als Ldsungen die beiden Fixpunkte:

Fur das Attraktionsverhalten ergibt sich:

y(x) =52 - % oy =2x

y'(x1") » 2,732 b x; istabstoRBender Fixpunkt
y'(X2) » - 0,732 b x, istanziehender Fixpunkt

Der Einzugsbereich des anziehenden Fixpunktes x, ist:

AG) = {0 ol < S (L443))
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Fur diesen Fall wollen wir nun einige Experimentierprogramme einsetzen, mit denen wir die
theoreti schen Ergebnisse numerisch veranschaulichen kénnen.

Programm FOLGE1

Mit diesem ersten, einfachen Programm kann die Bahn einer Iteration zahlenméal3ig verfolgt

werden.

Eingabewert ist der Parameter a= - 0.5. Als Startwert wahlen wir einen Wert, der etwas
kleiner ist als der Wert des abstolRenden Fixpunktes x; , namlich xo = 1.36. Die maximale

Anzahl von lterationen wahlen wir zu Ny = 20.

Ergebnisausdruck:

n x(n)

0 1.36

1 1.3496

2 1.32142
3 1.246152
4 1.052894
5 .6085858
6 -.1296234
7 -.4831978
8 -.2665199
9 -.4289671
10 -.3159872
11 -.4001521
12 -.3398783
13 -.3844827
14 -.352173
15 -.3759741
16 -.3586434
17 -.3713749
18 -.3620807
19 -.3688976
20 -.3639146

Beliebige Taste zum Fortsetzen driicken
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Wir sehen, wie sich die Iterationsfolge langsam dem anziehenden Fixpunkt X,  annghert.
Mit dem Programm kénnen wir aber noch einige weitere Experimente durchfihren:
Die Erhéhung der Anzahl von Iterationen auf nia = 500 zeigt, wie der Grenzwert X, schon

sehr genau angendhert und ein Endzustand der Iteration, bedingt durch die

Rechengenauigkeit, erreicht wird.

Bel der Eingabe von Xo = 1.4 und Ny« = 8 sieht man, wie die Iteration schnell divergiert und

gegen ¥ strebt.

Programm ORBIT1

Dieses Programm dient dazu, die Bahn (den Orbit) des Anfangspunktes X, fur die Iteration
grafisch darzustellen.

Eingabewerte sind bezogen auf unseren Fall zum Beispiel: Parameter a= - 0.5,

Startwert Xxo= 1.36 und maximale Anzahl von Iterationen nya = 20.

Es ergibt sich folgender Ergebnisausdruck:

+20 _ ) _
[ Xn I

- Xpe1 = Xp2 + @ -

- Xo a=-05 .

+10 | Xo=1.36 7
‘ Nmax = 20 7

o | ]

. X 1

W

-10 | _
i n® T

-20 -

Beliebige Taste zum Fortsetzen driicken
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Programm GRAFIT1

Mit diesem Programm kann eine grafische Iteration durchgefiihrt werden. Dabel werden

ausgehend von der allgemeinen Fixpunktgleichung x = y(x) zunéchst die beiden Funktionen
y1=Yy(X) und y, =x (Winkelhalbierende) dargestellt.

Die Schnittpunkte der Funktionen y; und y, sind die L 6ésungen der Fixpunktgleichung und

damit die Fixpunkte.

Dann wird der Linienzug:
Xo® Y(Xo) ® X1 =Y(X0) ® Y(X1) ® X2=Y(X1) ® Y(X2) ® X3=Yy(X2) ® ...........
eingezeichnet.

Fur unseren Fall als Beispiel ergibt sich fir die Eingabewerte a= - 0.5, Xxo =- 1.15 und
Nmax = 50 der folgende Ergebnisausdruck:

Grenzpunkt : +2
X = —.3660?51 -
kS y 5
y1= y(X) Xl*
\\\ g X ®
-2 Xo 0 +2
[l
Xo*
Y2 =X Xni1 = X~ + @
a=- 05
Xo=-1.15
-2 Nmax = 50

Beliebige Taste zum Fortsetzen driicken
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2.4 Periodische Punkte - Die Iteration X,y = X2 - 1

Bisher haben wir die Iteration xn.1 = x> + @ fir die Parameterwertea=0und a=-0.5
untersucht. Was passiert, wenn wir den Parameterwert aweiter verkleinern ? Wir wahlen als

néchstes Beispiel a=- 1, untersuchen somit die Iteration

—yv 2
Xn+1 - Xn = 1

Das Programnm FOL GE1 zeigt fir a=- 1; Xo = 1.5 und nma = 25 ein seltsames Verhalten der

Iteration: Die Zahlenfolge nahert sich abwechselnd zwel Grenzwerten, namlich O und - 1.

Mit dem Programm ORBIT1 kénnen wir &hnliches beobachten: Die Bahn der Iteration springt

nach dem Einschwingen zwischen 2 Werten hin und her. Einen Ausdruck zeigt die folgende
Abbildung.

2 - i}
| Xo . ]
- 5 _ 2 -
L Xn X1 =Xn +a |
1} e !
r Xo=15 T
O A i
1l ]
i ne® ]
ot :

Beliebige Taste zum Fortsetzen driicken
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Es entsteht ein sogenannter Zweier- Zyklus mit den Zyklus- Elementen O und - 1. Wir

schreiben den Zyklusin der Form:
Z ={0,-1}
Zunéchst untersuchen wir die Iteration nach der uns schon bekannten Weise.

Die Fixpunktgleichung x*- x - 1= 0 liefert die beiden Fixpunkte

X =1, E+1
Y7o Vg

X1 = %(1+ \/E) » 1618

Xo = %(1- \/E) »-0,618

Fur das Attraktionsverhalten ergibt sich:
yx)=x*- 1, y'(x)=2x
Y(x1)»3236 P x; istabstoRend
Y(X2)»-1236 P X, istabstoRend
Wir erhalten also 2 abstoRende Fixpunkte x; und X, .

Um das seltsame Verhalten aufzukléren, missen wir einige weitere Begriffe einfihren.
Wir gehen von der allgemeinen Iterationsgleichung fur die Iterationsfunktion y(x) aus und
schreiben:
X1 = Y(Xn) = yl(xn)
y'(x) nennen wir nun die Erste Iterierte.
Wird die Iteration fortgesetzt, dann erhalten wir eine Verkettung der Iterationsfunktion. Wir
schreiben:
Xni2 = Yoy (Xn) = Y (Y (Xn) = Y(Xn)
und nennen y*(x) die Zweite Iterierte von y(x).

Eine weitere Iteration ergibt:
Xn+3 = yl(yz(xn)) = y3(xn)
y*(X) nennen wir die Dritte Iterierte von y(x) u.s.w.

Insbesondere gilt dann:

Xn = Y"(Xo)

Wir untersuchen nun die Zweite Iterierte mit der Fixpunktgleichung

y(x) - x=0
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Explizit errechnet sich in unserem Fall:
yix)=x*- 1
yA(X) = (- 1)%- 1=x*- 2x°
Somit ergibt sich fir die Fixpunktgleichung eine Gleichung 4. Grades, die gel6st werden mulf3:

xt- 2x%- x=0

Um diese Gleichung zu |8sen, halten wir zunachst fest:
Fixpunkte der Ersten Iterierten sind auch Fixpunkte der Zweiten Iterierten.
Denn:
Ist X" Fixpunkt der Ersten Iterierten, dann gilt: y'(x') =X .
Esfolgt: y*(x) =y'(y'(x)) =y'(X) =x
D.h.: X ist Fixpunkt der Zweiten Iterierten.

Mittels Polynomdivision ergibt sich:
(x*- 2¢- X)) [(X- X)) (X- X2)] =

=(x*- 2 -X) 1 (6% - x- 1) = x> +X

x*- x3- %2
X - x%- X
X2 - x2- x

0

Fur die Fixpunktgleichung gilt somit folgende Linearfaktorzerlegung:
X' 2 - x=(x*- x- 1) (x*+x)=0
=(X- X)) (X- X2)x(x+1)=0

Daraus folgen as Fixpunkte fUr die Zweite Iterierte:

X, = %(1+ \/5)

Xy = %(1 \/5)

X3:O

Xqg =-1
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Attraktionsverhalten:
y(x)=x*- 235y (x) = 4x3- 4x

y*'(x1)» 10472 b x; ist abstoRend

y*' (X2 ) » 1,527 p X, ist abstoRend

y*' (x3)=0 b xs istanziehend

y' (%) =0 b x4 istanziehend

Wir erhalten somit die beiden anziehenden Fixpunkte x; und x4 , die wir auch als
Attraktoren bezeichnen. Sie bilden den anziehenden 2er- ZyklusZ" = {x3 , X4 }.

Zu Veranschaulichung sehen wir uns die grafische Iteration mit dem Programm GRAFIT1 an.

Als Funktion setzen wir die Zweite lterierte ein:

funkti on: ' Fest| egung der Iterationsfunktion
FORj =1 TO 2
X =x "2+ a
NEXT |
y = X
RETURN
+2
Grenzpunkt:
x = 0
Xne1 = Xn© + @ y P X
=-1
Xo = 1.3
. X®
X3 Xo
-2 3 +2
5 X2 i ik
e Bl
X4* \\\\\\
2. Iterierte
-2

Beliebige Taste zum Fortsetzen drucken
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Allgemeine Anmerkungen:

1)

2)

3)
4)
5)
6)
7)

8)

Firr die Punkte x5 und x, ergeben sich folgende Iterationsfolgen:
Xs: V(X3) 1 Xs; VAX3)=X3; Y (X3) =YHX3 )] e
Xa; Y (X4 Xa 3 Yo(Xa) = Xa 5 Yo (Xa) ZYXe )i coree
Sie bilden den anziehenden 2er- Zyklus.
Fur die Elemente des anziehenden 2er- Zyklus gilt:
Z ={x3, %4} ={x3,y'(xs)}; y'(Xa) = X3
={x4, y'(xa)} ={Xa , X3}

X3 und x, sind periodische Punkte der Funktion y(x).

X3 undx, sind Fixpunkte von y?(x) aber nicht von y*(x).
X3 undx, sind Punkte der Periode 2.

Die Fixpunktex,  und x, stellen Scheidepunkte dar.
Der Einzugsbereich (Attraktionsbereich) fiir den anziehenden Zyklus Z* ist gegeben
durch:

AZ') = {%o | Ixol < %(w%)}

Diese Eigenschaften konnen verallgemeinert werden, wie wir spéter bei 3er- Zyklen,
der- Zyklen u.s.w. noch sehen werden.
Allgemein kann man fir einen Zyklus der Periode m schreiben:

Z =0, y00) T X, YA E X e, y" i)t X} y"(K) =X
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2.5 Chaos - Die lteration X i = X2 - 2

Als néachstes lernen wir eine Iteration kennen, die sich véllig anders verhdlt als die bisher

betrachteten Beispiele. Wir untersuchen die Iteration

— v 2
Xn+]_—Xn = 2

Als ersten Test lassen wir das Programm ORBIT1 ablaufen. Wir nehmen jedoch eine

Anderung des Programms vor, indem wir den LINE- Modus durch den PSET- Modus
ersetzen und somit eine Punktfolge aufzeichnen lassen. Als Eingabewerte legen wir fest:

Parameter a = - 2; Startwert xo = 1.9999; Anzahl der Iterationen Npya = 10000.
+4

Xn

X
) o

n®

o

Beliebige Taste zum Fortsetzen dricken

Esergibt sich ein Bild, wie estypisch ist fur "chaotisches Verhalten". Wir erhalten weder
Grenzwerte noch Zyklen, sondern die Punkte sind ungeordnet verteilt. Die Werte lassen sich

zwar berechnen aber nicht mehr voraussagen.

Weiterhin beobachten wir, dal3 die Iterationswerte x,, fUr alle n in eéinem begrenzten Bereich
B" = {Xn | ol <K}

mit einem bestimmten, endlichen k- Wert bleiben und nicht etwa gegen Unendlich (¥)

streben.
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Eine Untersuchung der Fixpunktgleichung x*- x - 2=0 liefert die beiden abstoRenden
Fixpunkte

X1 =2 und x; =-1
Somit kénnen wir al's " Einzugsbereich" von B™ angeben:

A(B) ={xo| Ixol < 2}

(Ein Startwert xo = 2.0001 ergibt einen "Uberlauf" des Programms.)
Fur das Verhalten der Iteration konnen wir also schreiben:

B" fir |xo|<2
(Xn) ¥23%6® 2 fur [xo|=2

¥ fir [Xo|>2

Ein weiteres, wichtiges Indiz fur chaotisches Verhalten ist die sogenannte Sensitivitdt. Man
versteht darunter die sensitive Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen. Diese Eigenschaft

koénnen wir mit dem Programm GRAFIT2 durch grafische Iteration eines Intervalls

veranschaulichen. Als Werte geben wir ein: a= - 2; Xo = 0.8; DXo = 0.05 und nmax = 5.

Beliebige Taste zum Fortsetzen driicken



23

Wir sehen, wie sich ein kleines Anfangsintervall Dxo im Laufe von nur wenigen Iterationen
gewaltig vergrolRert. Nehmen wir einige weltere Iterationsschritte hinzu, dann wird schliefdlich
das ganze x- Intervall [- 2, +2] Uberdeckt. Ein typisches Kennzeichen fir chaotisches
Verhaten. Kleine Anderungen in den Anfangsbedingungen kénnen grofle Folgen haben.
Diese Eigenschaft wird in der Chaos-Theorie als " Schmetterlingseffekt” bezeichnet. Es gibt

noch weitere Anzeichen fir Chaos, darauf wollen wir hier aber nicht eingehen.



24

2.6 Allgemeine Betrachtung der lteration Xn.; = X, + @

Bisher haben wir die allgemeine Iterationsglei chung

Xne1 = X2 + @

exemplarisch fir ausgewéahlte Parameterwerte a betrachtet. Dabei haben wir festgestellt, dal3

das Iterationsverhalten zu unterschiedlichen Ergebnissen fuhren kann:

a) Die lteration konvergiert gegen einen Grenzwert.
b) Die Iteration ndhert sich einem Zyklus mit periodischen Punkten.
c) Die lteration ergibt einen begrenzten, chaotischen Bereich.

d) Die Iteration wéchst unbegrenzt und divergiert gegen Unendlich.
Es stellen sich eine Reihe von Fragen: Wie geht das eine Verhalten in das andere tber ?
Welche Bereiche des Parameters a flihren zu einem speziellen Verhalten ? Wie kann man das
komplizierte Verhalten Ubersichtlich darstellen ?
Diesen Fragen wollen wir uns im folgenden zuwenden.

Wir betrachten zunéchst die Fixpunkte der verschiedenen Iterationen:

Fixpunkte der Ersten Iterierten

Fixpunktgleichung: x?- x+a=0
. « 1 1
Fixpunkte: X120 = =% /—-a
P 2727 Va
= i)

Attraktionsverhalten:
y=xt+a oy =2
vy (x7) =1+ +/1- 4a

y''(x2)=1- V1- 4a
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Fur verschiedene Parameterwerte a tragen wir die Zahlenwerte der Ableitungen in eine

Tabelleen:

a v (x) |yt (x2) Fixpunkteigenschaften

0,5 - - imaginar
0,25 1 1 indifferent / indifferent
0 2 0 abstof3end / anziehend
-05 2,73 -0,732 abstof}end / anziehend
-0,75 3 -1 abstof3end / indifferent
-1 3,23 -1,23 abstof3end / abstofRend
-2 4 2 abstofRend / abstoRend

Wir sehen, daf? der Fixpunkt x,” fiir a= 0,25 indifferent ist und dann fir kleinere
Parameterwerte a abstof3end bleibt.

Der Fixpunkt X, ist fiir a= 0,25 ebenfallsindifferent, wird im Bereich

- 0,75 <a< 0,25 anziehend und bei a=- 0,75 wieder indifferent. Fir a< - 0,75 verliert
der Fixpunkt x,” seine Attraktivitat und wird abstoRRend.

Abschatzung der Parameter grenzen und des Attraktionsbereichs

Es stellt sich nun die Frage, in welchem Bereich kann der Parameter a der Iteration
Xni1 = Xn2 + @ Uberhaupt liegen, damit sich konvergente Iterationsfolgen ergeben knnen ?
Wir betrachten dazu zwei Beispiele der grafischen Iteration, einmal fir a= 0,3 und zum

anderen fira=-2,1.
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Grenzpunkt : F
x = 5.66381 - i
2
y
%
2z
7
b
\I X®
4
#
P Xo
7
2
7
7
7
7
s
#
/ a=03
7
#
7
4
7
7
&
#
4
=
Beliebige Taste zum Fortsetzen drucken
Grenzpunkt : £ s
x = 8.372335 - A /
: : s
: y —
y(@ A -'
; T
i X1
7
: s
X®
// Xo
B3 o
o
3
it
AR
#
b
a i v
7
o
P
// a= = 2.1
#
2
7
R

Beliebige Taste zum Fortsetzen drucken
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Im ersten Fall beobachten wir, dal3 die Parabel oberhalb der Winkelhalbierenden liegt und
diese nicht schneidet. Es gibt keine konvergierenden Iterationsfolgen. Der Grenzfall liegt
dann vor, wenn die Parabel die Winkelhalbierende bertihrt, d.h. wenn die beiden
Schnittpunkte x; und x, zusammenfallen. Aus

%(1+ 1- 4a)=%(1- 1- 4a)

folgt:

----------------

Im zweiten Fall verfolgen wir den Linienzug der Iteration fir den Startwert xo = O:
X0=0® yx)=y(0)=a® x1=y(x)=a® y(x))=y(@ ® x2=Yy(x1) =y(a)

Andererseits gilt firr den Fixpunkt: y(x1) =Xz .

Ist nun y(a) >x, , dann divergiert jede Iterationsfolge. Der Grenzfall ist gegeben durch:

y(@ =x1 oder

a’ +a=%(1+ 1- 4a)
Daraus ergibt sich:

43 (a+2)=0
mit der Losung

D.h.: Firr die Iteration Xn+1 = X»> + @ kénnen sich nur konvergierende Iterationsfolgen

ergeben, wenn der Parameter aim Bereich

-2Eaf -

liegt.
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Fur den Attraktionsbereich ergibt sich damit:
K ={Xo | (y"(X0)) beschrankt fir n® ¥}

A={xo||xo|<%(1+ 1- 4a) mit -2£a£0,25} 1 K

Die Menge K wird, wie sich spéter zeigen wird, im Komplexen die ausgefullte

Julia- Menge, deren Rand die Julia- Menge ergeben.

Fixpunkte der Zweiten Iterierten

lteration: yix)=x*+a

V2(x) = (*+a)? +a=x"+2ax* + ala+ 1)

Fixpunktgleichung:  y(x) - x =0
x*+2ax?- x+a@a+1)=0
Dax; undx, Lésungen dieser Gleichung sind, kénnen wir folgende Polynomdivision

durchfihren:

(x*+2ax°- x+a@+1): (x*- x+a)=x*+x+(@+1)
xt- 3+ ax?
XX+ ax?- x +ala+ 1)
X3 - X%+ ax ‘
(a+1)x*- (a+x +a@a+1)
(@a+Dx*- (a+Dx+a@+1) | .

Fixpunkte:  Xy» = %(11 1- 4a)

Die Gleichung x* + x + (a+ 1) = 0 wird gel6st durch:

« 1 /1
X34 =- Ei Z' (a+1)

- 2+ i 4a+1)
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Attraktionsverhalten:
yA(x) = x* + 2ax® + a(a+ 1)
Y2 (X) = 4x° + dax
Die numerische Berechnung der Werte fir die Ableitungen in Abhangigkeit vom

Parameter a ergibt die folgende Tabelle:

a V' (x3) | V' (Xa) Fixpunktei genschaften
-0,5 - - imaginar
-0,75 1 1 indifferent / indifferent
-1 0 0 anziehend / anziehend
-1,25 -1 -1 indifferent / indifferent
-15 -2 -2 abstofend / abstofend

Fir a< - 0,75wurde x, abstoRend, stattdessen entsteht nun ein anziehender
2er- ZyklusZ" = {xs , X4 }, der bisa= - 1,25 erhalten bleibt und dann abstoend

wird. Was passiert dann ?

Bifurkation - Der Weg ins Chaos

Die gestellte Frage wollen wir experimentell mit dem Programm ORBIT1 beantworten. Wir
wahlen den PSET- Modus und geben ein: xo = 0; Nmax = 10000.

Durch Eingabe verschiedener Parameterwerte a kénnen wir beobachten, wie fir a£ - 0,75
sich die Bahn der Iteration in 2 Linien aufspaltet und einen 2er- Zyklus ergibt. Bel a£ - 1,25

beobachten wir ein weiteres Aufspalten der Linien. Es zeigt sich ein 4er- Zyklus.

Durch Probieren kdnnen wir Verzwel gungspunkte & bestimmen, bel denen sich gerade
Periodenverdopplungen (Bifurkationen) ergeben, d.h. Punkte a, bei denen die Fixpunkte x”
von y"(x) ein indifferentes Verhalten zeigen (jy™ ' (x')| = 1; m = 2.

Wir erhalten die folgende Tabelle:
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Parameterwert Zyklus
a =0,25

ler- Zyklus
 =- 0,75

2er- Zyklus
ax=-125

der- Zyklus
a »-1,3681

8er- Zyklus
a»-1,3941

16er- Zyklus
a » - 1,3997
* *
* *
* *

Dieses Verhalten 183 sich beobachten bis zu e nem Grenzwert ay » - 1,4012, den man den

Feigenbaum- Punkt nennt (Mitchell J. Feigenbaum, geb. 1944, amerikanischer Physiker und

Mathematiker). Ab diesem Punkt nimmt fir a < ay die Iteration einen chaotischen Charakter
an.

Aus unseren experimentellen Ergebnissen kénnen wir den Wert der Feigenbaum- Konstanten

abschétzen:

a,-a, _-13681+13041 _,

d» =
a,-a, -13941+13997

Diese Konstante hat eine fundamental e Bedeutung in der Chaos- Theorie. Sieist allgemein
definiert durch den Grenzwert:

n

.. a . .-a
d:||m¥
ne ¥ a,-a,,

Ein Zahlenwert mit hoherer Genauigkeit ist gegeben durch d » 4,6692016 (zur numerischen
Berechnung siehe Anhang 6.3).
Die Definitionsgleichung konnen wir fir grof3e n folgendermal3en umformen:

d+1 1 _ 1
-, - amn—l =a, +(an - an-l)xa

a'n+1 »
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Damit ergibt sich der Feigenbaum- Punkt zu:

. + )
ay, :Ilmgej—lmn - E><an_19
n®¥e d d 1/}

Diese Gleichung kann dazu benutzt werden, mit dem einfachen Programm FEIGE1 aus

unseren experimentellen Ergebnissen, den Feigenbaum- Punkt abzuschéatzen.

' Ei ngabewert e:
-1.3941 " Paraneterwerte
-1.3997

del = 4.64 ' Fei genbaum Konst ant e

FOR i 1 TO 8
a3 (del + 1) / del * a2 - 1/ del * al
PRINT i, a3
al a2
az2 a3
NEXT i

END

Nach bereits 5 Iterationen wird nach der Abschéatzung weiterer - Werte der Grenzwert
a »-1,401238

erreicht.
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2.7 Das Feigenbaum- Diagramm

Die bisher erhaltenen Ergebnisse zur Iteration Xn.1 = Xn> + @ lassen sich sehr tibersichtlichin

einem Diagramm darstellen, das nach den grundlegenden Arbeiten von

M. Feigenbaum, Feigenbaum- Diagramm genannt wird. Esist ein sehr bemerkenswertes
Fraktal, das in einem engen Zusammenhang mit der spéter zu diskutierenden
Mandelbrot- Menge steht.

Das Prinzip besteht darin, dal3 man den Endzustand der Iteration in Abhangigkeit vom
Parameter a grafisch darstellt.

Das Verfahren zur Darstellung kann wie folgt angegeben werden:

Startwert xo =0

Maximale Anzahl der Iterationen Nmax (z2.B. Nmax = 800)

Punkte bisn = m, m < npa aulBer Acht lassen (z.B. m = 400)
Punkte ab n = m bisn = np anzeigen (z.B. X400 .... Xg00)
Iterationsverfahren in Abhéngigkeit des Parameters a wiederholen

SAE I A

Mit dem Programm FEIGE2 erhélt man das folgende Diagramm:

v | [ L[ [T]
a Xn+1 = Xn2 + @
—Xn
+1 L
1
% ‘ x4*: EG- 1 4a+l)
i ( |~
LN ]
i R
7 X2 —2(1 1 4a)—
-1 ' =
x3*: —G+ l-4a+1)
B =-1.40. | @&l
-9 i L
-25 -2 -15 -1 -0,5 0 +0,5

Beliebige Taste zum Fortsetzen driicken
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Das Diagramm zeigt, wenn man von rechts nach links fortschreitet, zunachst ab a = 0,25
einen einzelnen Fixpunkt x, , a a= - 0,75 ensteht eine Gabelung (Bifurkation) mit dem
2er- Zyklus{xs , x4 } bisa= - 1,25. Dann folgen weitere Periodenverdopplungen bis der
Feigenbaum- Punkt ay » - 1,40 erreicht ist. Das folgende Chaosgebiet bisa= - 2 zeigt eine

Banderstruktur und wird von sogenannten periodischen Fenstern unterbrochen. Fur a<- 2ist

die Iteration divergent.

Einen interessanten Ausschnitt aus dem Feigenbaum- Diagramm mit dem Fenster der
Periode 3 zeigt das folgende Bild.

+2

Periodisches Fenster
mit 3er- Zyklus

Beliebige Taste zum Fortsetzen drucken
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2.8 Der 3er- Zyklus im Feigenbaum- Diagramm

In den vorhergehenden Betrachtungen haben wir schon verschiedene Zyklen kennengelernt,
gegen diedie Iteration Xn.1 = Xo> + a strebt. Dabei konnten fiir den 2er- Zyklus exakte
Berechnungsformeln angegeben werden. Bei den Zyklen mit hoherer Periodenzahl ist dies
nicht mehr maglich und man muf3 auf numerische Naherungsl 6sungen zurtickgreifen.

Um weitere anschauliche und verallgemeinerungsfahi ge Gesetzméalligkeiten kennenzulernen,
bietet es sich an, den 3er- Zyklus im Chaos- Gebiet des Feigenbaum- Diagramms zu studieren.
Aus dem Diagramm entnehmen wir den Wert a=- 1,76, bei dem ein 3er- Zyklus auftritt.

Wir untersuchen also die Iteration

X1 = X2 +a fur a=-1,76

Nach den Ergebnissen der vorhergehenden Kapitel erhalten wir:

Fixpunkte der ersten Iteration
. 1(
X, =§ 1++/1- 4a)» 19177

X, =%(1- 1- 4a)»- 09177

y (X)) =x*+a y'(x)=2x
y' ' (x1) » 3,8354 b x," ist abstoRend
v (x)»-1,8354 b X, ist abstoRend

Fixpunkte der zweiten Iteration

X1 »1,9177
Xy »-0,9177

X, =- %(1+,/1- 4(a+15)» - 15049
X, =- %(1 J1- 4(a+15)» 0,5049
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y>' (x) = 4% + dax
y2' (xa) » - 3,038 b Xs istabstoRend
y2 ' (Xa) » - 3,039 b X, ist abstoRend

Wir erhalten also einen abstol3enden 2er- Zyklus

Zi ={x3, X4} ={Xs,y'(Xs) ! X3 }; Y’ (X3) = X3

Fixpunkte der dritten Iteration

Zuné&chst stellen wir fest:
a) Istx; Fixpunkt von y'(x), dannist x;" auch Fixpunkt von y?(x) und y3(x).
Denn:
yix) = x1
Y0a) = vy ) = yia) =xa
Y1) = YY) =y (xa) = X1
(Entsprechendes gilt fir x, )

b) DieZyklus- Elementexs undx, des 2er- Zyklus sind keine Fixpunkte von y3(x).
Denn:
y’(x3)=xs und y'(xs)?! X3
P y(xs)=y'(y’(Xs)) =y'(Xs) * X
(entsprechend fiir x4)

Zur numerischen Berechnung des 3er- Zyklus benutzen wir das Programm FOL GE1 mit den

Eingabewerten: a=- 1.76; Xo = 0.2; Nmax = 200.
Die Iteration erreicht einen Endzustand mit dem Zyklus
Z, = {0,0238306; - 1,759432; 1,335601} ; 0,0238306
={Xs ;X6 ;X7 }: X5

={x5;y' (%) ! X5; Y (X5 ) L X5 }; Y(X5) = X5
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Wir weisen nach:

a) DieZyklus- Elementexs , y*(xs ) und y?(xs ) sind Fixpunkte von y*(x).
Denn:
Y’(Xs ) =Xs
Yy (xs)) =y (y(xs)) = y'(xs)
Yy (xs)) = y(y(xs)) = y(xs )

b) Die Fixpunktexs , X und x; von y*(x) bilden einen anziehenden 3er- Zyklus.
Denn:
y2X) =y vy X)) yix) =x*+a
Nach der Kettenregel:
dv _dw dz dy
vV =W(Z(Y(X))); = x—xZ
(z(y(x))) &z dy o

folgt:
Y () =y ) Xy (YH) Xyt (X)
= 2y*(x) x2y'(x) x2x
=8 (x* + 2ax® + a(a+ 1)) (x* + a) x
Mit y3(xs ) = xs erhalten wir:
Y (%) =y (v (%)) =y (VX))
D.h.: Die Ableitungen von y3(x) stimmen in den Punkten des 3er- Zyklus tberein.
Numerisch ergibt sich:
v>' (xs ) » - 0,447 b Z, ={Xs,Xs,X7} istanziehend

Die Fixpunktgleichung y*(x) - x = 0 ist eine Gleichung 8. Grades und besitzt demnach 8
L 6sungen, von denen wir bisher 5 gefunden haben. Es ergibt sich die Frage nach den weiteren

3 Ldsungen ? Dazu setzen wir ein weiteres Rechenprogramm ein.
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Programm FIXPKT1

Mit diesem Programm kann man nach dem Prinzip der Intervallschachtelung die Gleichung
y™(x) - x =0 numerisch I6sen. Dazu wird ein Intervallraster vorgegeben, in dem nach den
L 6sungen gesucht wird. Wenn keine Fixpunkte im Intervall gefunden werden, dann wird O
ausgegeben. Wenn das Raster zu grob gewahlt wird, dann kann es vorkommen, dal3 ein
Fixpunkt nicht gefunden wird. Das ist dann der Fall, wenn in eéinem Intervall mehrere
Fixpunkte liegen.

Mit den Eingabewerten: a=- 1.76; m = 3; Xmin = - 2; Xmax = +2 und der Anzahl der

Tellintervalle k = 20, ergibt sich folgender Ausdruck:

Fixpunktsuche 3 -telteration, a=-1.76

Intervall Fixpunkt

[-2.000, -1.800] 0.000000

[-1.800, -1.600] -1.759432
[-1.600, -1.400] 0.000000

[-1.400, -1.200] 0.000000

[-1.200, -1.000] 0.000000

[-1.000, -0.800] -0.917745
[-0.800, -0.600] 0.000000

[-0.600, -0.400] 0.000000

[-0.400, -0.200] 0.000000

[-0.200, 0.000] -0.133203
[ 0.000, 0.200] 0023831 — »
[ 0.200, 0.400] 0.000000

[ 0.400, 0.600] 0.000000

[ 0.600, 0.800] 0.000000

[ 0.800, 1.000] 0.000000

[ 1.000, 1.200] 0.000000

[ 1.200, 1.400] 1.275460 ,-*
[ 1.400, 1.600] 0.000000

[ 1.600, 1.800] 0.000000

[ 1.800, 2.000] 1.917745

Beliebige Taste zum Fortsetzen driicken

Wir finden 2 welitere zusétzliche Fixpunkte:
Xg* » 1,275460
X9 »-0,133203

Mit dem Programm FOL GE1 ergibt sich schlief3lich der weitere Fixpunkt
Xi0 » - 1,742257
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Diese Punkte bilden den 3er- Zyklus
Zs ={Xg , X0 , X10 }; ¥'(X10) =Xg

Dieser Zyklus st abstol3end wie eine numerische Rechnung zeigt:
Y (Xe) =y (Xo) =Y (Xa0) » 2,368

Weitere Anmerkungen

1) Der Einzugsbereich fur den anziehenden 3er- Zyklusist gegeben durch:
A(Z2) = {xo | [Xo| < 1,9177}

2) Wenn zur Uberpriifung eines abstoRenden Zyklus das Programm FOL GE1 eingesetzt

wird, dann kénnen nur die ersten Iterationsschritte ausgewertet werden, weil sonst wegen
der begrenzten Rechengenauigkeit, die Iteration schliefdlich gegen den anziehenden
ZyKklus strebt (Sensitivitét).

3) Fur a=-1,7763 ergibt sich eine Periodenverdopplung mit einem anziehenden

6er- Zyklus, wie mit dem Programm ORBIT1 nachgewiesen werden kann.
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3. Komplexe Zahlen
3.1 Einfuihrende Uberlegungen

Bisher haben wir uns damit beschéftigt, die Iteration Xn.1 = xn” + @ im Bereich der reellen
Zahlen zu untersuchen. Reelle Zahlen lassen sich a's Punkte auf der Zahlengeraden darstellen.
Die Erweiterung der reellen Zahlen durch die komplexen Zahlen fuhrt zu Punkten in einer
Ebene und wir erwarten dadurch neue Einsichten. Aber wie kommt man zu den komplexen
Zahlen ? Wir wollen einen anschaulichen Weg beschreiben und nur die Gesetzméfdigkeiten

behandeln, die fir das weitere Verstandnis notwendig sind.

Wir gehen zunichst von der Gleichung x* = 4 aus. Diese Gleichung wird im Reellen geldst
durch die beiden Wurzeln x,, =++4 =+2, denn esgilt als Probe: (+2) (+2) =4 und
-2 (-2=4
AuRerdem gilt das Wurzelgesetz /axb =~/ax/b.
Beispid: V49 =136=6 anderersdits
= J4ax/9=2R=6

Wie sieht nun die Lésung der Gleichung x* = - 4 aus ? Offensichtlich gibt es keine reellen

Zahlen as L6sungen, die diese Gleichung erflllen. Formal schreiben wir wie im Reellen:
X, =+V- 4= [ax-1) =+/ax/-1=22x/-1

Fur den Ausdruck +/- 1 fiihren wir nun das mathematische Symbol i einund nennen esdie

imaginére Einheit. Sieist definiert durch:

Damit erhalten wir al's Lésungen fiir unsere Gleichung x* = - 4 die beiden Werte:

Xi2=% 2%
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Wir machen die Probe:
(+2i) (+2i) = 4i*=-4 und
(-20) (-2))=4i*=-4

Die Zahlen 2% oder algemein b, mit b reell, nennt man imaginére Zahlen. Die Zahlen

z=a+ bhi, mit g, b redl, nennt man komplexe Zahlen. Dabel ist ader Realteil und b der

Imaginarteil der komplexen Zahl z.

Die komplexen Zahlen stellen eine Erweiterung der reellen Zahlen dar, mit denen man
ahnlich wie mit den reellen Zahlen rechnen kann und die das Problem der Wurzel aus einer
negativen Zahl 16sen. Insbesondere ergeben sich die Rechengesetze der reellen Zahlen as
Speziafdlle aus den Rechengesetzen fir komplexe Zahlen.

3.2 Gaul3sche Zahlenebene

Da eine komplexe Zahl aus zwei Komponenten besteht, kann man sie nach Carl Friedrich
Gaul3 (1777 - 1855) in einem ebenen K oordinatensystem darstellen. Wir betrachten als
Beispiel die Zahl z=3+ 2i.

Imaginéarteil

A

o I 3+2

(3:2)

I—._
>
2 -l . 23 Redteil

-1 T

-2
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DiezZahl z=3+ 2 koénnen wir auch in Komponentenschreibweise als geordnetes
Zahlenpaar darstellen: z = (3; 2). Fur die imaginare Einheit gilt dann insbesondere die

folgende Schreibweise:

i =(0; 1)

3.3 Addition

Welche Rechenregeln gelten nun fir komplexe Zahlen ?
Sind die 2 komplexen Zahlen
zy=a + b = (a; by)
2= a8+ ba = (a; by)
gegeben, dann ist folgende Definition fr die Addition der beiden Zahlen z; und z,
naheliegend:

Z]_+22:a]_+3Q+(b1+b2)i

(ay; by) + (20 o) = (aq + &; by + b))

3.4 Multiplikation

Bei der Definition der Multiplikation zweier komplexer Zahlen lassen wir uns von den
Rechengesetzen wie im Reellen |eiten, benutzen dabei nur die Tatsache, dai? i%=-1 ist.

Dann ergibt sich:
Z1 XZo = (a]_ + b]_l) (3Q + bzl)
= adp + aboi + &bl + b1b2i2

= - biby + (g + &ly) i

(a1; by) x(ag; o) = (aud - biby; ash, + aby)
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3.5 Betrag einer komplexen Zahl

Die "GrofRe" einer komplexen Zahl wird durch ihren Betrag angegeben. Wir betrachten
folgende Darstellung in der Gauf3schen Zahlenebene:

Imaginéartell
A
z=(ab)
o 2
>
a Redlteil

Der Betrag einer komplexen Zahl ist definiert als die Lange des Zeigers z. Nach dem Satz des
Pythagorasiist:

|z|:\/m
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3.6 Wurzel aus einer komplexen Zahl

Bei unseren weiteren Untersuchungen bendtigen wir noch die Wurzel aus einer komplexen

Zahl. Wir gehen aus von der Gleichung:

Jp+ig=u+iv

Die Wurzel aus einer komplexen Zahl (p +iq) wird im algemeinen wieder eine komplexe
Zahl (u+iv) ergeben, wobei Real- und Imaginarteil u bzw. v gesucht sind.
Durch Quadrieren der Gleichung erhalten wir:

p+ig=(u+iv)®>=(u+iv) (u+iv)

=u?- V2 + 2iuv

Der Vergleich von Rea- und Imaginarteil ergibt das Gleichungssystem

p=U2- V2

g=2uv

mit den Unbekannten u und v.

Bel der L6sung miissen wir folgende Félle unterscheiden: g=0und gq?* O.

1)
P u=0;v* 0 oder ut O;v=0.DerFalu=0undv =0isttrivial.
a u=0;vto0
b p=-v*<0

(Das Quadrat einer Zahl ist immer positiv, damitist p<0.)
P v,= iﬁ

b) ut O;v=0
P p=u>0

P U, = i\/_p



2 4 d
P ulOv!o
Damit kdnnen wir schreiben:

v="a
2u

Eingesetzt in die erste Gleichung des Gleichungssystems ergibt:

=uU - —
P 4u?

Durch eine Umformung erhalten wir:

2

4 2 q
ut- pu?- =

P 4

Diese Gleichung 4. Grades wird zunéchst gel 6st durch:

Zusammenfassung:

Jptig=u+iv

g=0
pEO p>0
u=0 ulzzi\/—p
vy, =~ p v=0
qt o0

1
Uy, :i\/a(p'*'\/pz +q2)
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Beispiel: Berechnung von +/- 3
p=-3;,9=0
P u=0; v1y2=i«/§
b J-3=%iJ3

Rechenal gorithmus Programm KWURZEL 1

' Berechnung der Wirzel aus einer konpl exen

1 "Wirzel (p +1iQ)

IF g = 0 THEN
|F p <= 0 THEN
ul = 0: u2 =0
vl = SQR(-p): v2 = -vl

ELSE
ul = SQR(p): u2 = -ul
vli =0: v2 =0
END | F
ELSE

ul = SQR((p + SR(p*2+qg™ 2)) [/ 2): u2 = -ul
IF ul = 0 THEN vl = SQR(-p) ELSE vl =g/ 2/ ul
v2 = -vl

END | F

PRI NT "WURZEL ("; p; " +"; q; "*i)"
PRINT "Z1 = ("; ul; "; "; v1;, ")"
PRINT "Z2 = ("; u2; "; "; v2; ")"
END

Ergebnisausdruck:

WURZEL (1 + 1%i)
Z1=(1.098684 ; .4550899 )
72 = (-1.098684 ; -.4550899 )
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4. Iterationen im Komplexen

4.1 Ein Einfihrungsbeispiel - Die Iteration zq., = z,°

Wir beginnen nun damit, die Iterationen, die wir bisher im Reellen untersucht haben, ins
Komplexe zu Ubertragen. Ein einfaches Studienobjekt, das aber schon wesentliche
Zusammenhange zeigt, ist die einfache Quadrierung einer komplexen Zahl. Die

Iterationsgleichung lautet:

— 52
Zn1 = Zn

Dabei sind nun aber z,.1 und z, komplexe Zahlen, die wie folgt geschrieben werden konnen:
Zn+1 = Xne1 F 1Yne1
Zn =Xptiyn
Einsetzen ergibt:
Xne1 + iYnet = (Xn + 1Yn)® = (Xn + iYn) (Xn + iyn)
= Xn? - Vil + 2iXnYn
Durch Gleichsetzen der Real- und Imaginérteile erhalten wir 2 Iterationsgleichungen fir
reelle Zahlen:

Xnet = Xn” = Yo (Realteil)

Yn+1 = 2XnYn (Imaginéarteil)

Diese beiden Gleichungen beschreiben die Bahn eines Punktes in der komplexen Ebene.

Wie im Reellen erhalten wir aus der Fixpunktgleichung
Z-z=0; z(z- 1)=0
die Fixpunkte

*

z7=0 und 2z =1
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Fur das Attraktionsverhalten konnen wir ebenfalls die Ergebnisse aus dem Reellen
Ubernehmen:
y@) =74 y@ =2z
y@)=0 Ppb z
y(@z)=2 P 1z

ist anziehend
ist abstolRend

Konkret kann diese Iteration mit dem Programm KFOL GE1 numerisch durchgeftihrt werden.

Eingabeparameter sind z.B. fir den komplexen Startwert zg = (Xo; Yo): Xo = 0.2; Yo = 0.97;
maximale Anzahl der Iterationen nna = 15. ES ergibt sich der folgende Ausdruck:

n x(n) y(n) Betrag von z(n)
0 0.2000000 0.9700000 0.9904040
1 -.9009001 0.3880000 0.9809000
2 0.6610769 -.6990985 0.9621649
3 -.0517160 -.9243157 0.9257613
4 -.8516849 0.0956038 0.8570340
5 0.7162271 -.1628487 0.7345073
6 0.4864616 -.2332732 0.5395010
7 0.1822285 -.2269569 0.2910613
8 -.0183022 -.0827160 0.0847167
9 -.0065070 0.0030278 0.0071769

10 0.0000332 -.000039%4 0.0000515

11 -.0000000 -.0000000 0.0000000

12 -.0000000 0.0000000 0.0000000

13 0.0000000 -.0000000 0.0000000

14 0.0000000 0.0000000 0.0000000

15 0.0000000 0.0000000 0.0000000

Beliebige Taste zum Fortsetzen driicken

Wie man sieht, streben die Zahlenfolgen xn, yn mit |z, = /X, +Yy,° gegen den Fixpunkt
z1 =0.

Das Konvergenzverhalten dieser Iteration kann mit diesem Programm durch weitere
Experimente Uberprift werden.
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Besonders interessant ist die Betrachtung der Einzugsbereiche:

Zunéchst ist der Einzugsbereich des anziehenden Fixpunktes z; = 0 gegeben durch:
A@z)={z|ld<1
Der Einzugsbereich des Punktes ¥ kann angegeben werden durch:
A¥)={z]|lz>1}
Der Grenzbereich, an den diese beiden Bereiche aneinanderstof3en, ist die Menge
J={z|lZ=1}
Diesist eine Julia- Menge (benannt nach dem franzdsischen Mathematiker Gaston Julia
(1893 - 1978)), diein unserem Fall eine glatte Kurve, ndmlich den Einheitskreis, darstellt und
nun in der Zahlenebene die Eigenschaft eines Scheidekreises hat. Wir erinnern uns an die
Scheidepunkte im Reellen und sehen nun die flachenhafte Erweiterung.
Startpunkte innerhalb der Julia- Menge konvergieren gegen den Fixpunkt z;” und Startpunkte
aulRerhalb der Julia- Menge divergieren gegen Unendlich.
Die Menge
K={z]||z| £ 1}

nennt man auch die ausgefillte Julia= Menge. Damit ist die Julia Menge der Rand der

ausgefullten Julia- Menge:

J=Rd(K)
Julia- Menge (J) Im
(Einheitskreis) A / ¥
Zg
Zp Zg
» Re
Z1 V4

A(z)

A(¥)
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Esist zusétzlich festzuhalten:
a) Der anziehende Fixpunkt z;” liegt im Inneren der ausgefiillten Julia- Menge:
21 {z|ld <1} =A@)
b) Der Einzugsbereich des anziehenden Fixpunktes A(z; ) ist identisch mit dem Innern
der ausgefillten Julia- Menge K, wir schreiben dafir K:
Az)={z|l<1} =K
c) Der abstoRende Fixpunkt z, liegt in der Julia- Menge:
21
d) Punktein der Julia- Menge werden bel der Iteration wieder in Punkte der Julia- Menge
abgebildet. Die Julia- Menge wird somit in sich selbst abgebildet (J® J). Man sagt, die

Julia- Menge ist gegenlber der Iteration invariant.

Den letzten Punkt wollen wir mit unserem Programm KFOL GE1 Uberprifen. Als Startwert

Zo = (Xo; Yo) Setzen wir einen Punkt des Einheitskreises mit y, =4/1- x02 ein. Dann ergibt

sich folgender Ausdruck:

n x(n) y(n) Betrag von z(n)
0 0.2000000 0.9797959 1.0000000
1 -.9200000 0.3919184 0.9999999
2 0.6927999 -.7211298 0.9999999
3 -.0400564 -.9991973 0.9999999
4 -.9967907 0.0800485 0.9999998
5 0.9871839 -.1595833 0.9999995
6 0.9490653 -.3150761 0.9999989
7 0.8014520 -.5980555 0.9999978
8 0.2846549 -.9586255 0.9999956
9 -.8379344 -.5457549 0.9999913
10 0.4042857 0.9146137 0.9999825
11 -.6730712 0.7395304 0.9999651
12 -.0938804 -.9955133 0.9999301
13 -.9822332 0.1869184 0.9998603
14 0.9298436 -.3671950 0.9997206
15 0.7297770 -.6828679 0.9994413

Beliebige Taste zum Fortsetzen driicken

Wir sehen, dal3 die Iteration des Startpunktes zo auf dem Einheitskreis mit |z,|=1
herumwandert. Nach einer gewissen Anzahl von Iterationen stimmt das wegen der
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Rechengenauigkeit des Computers nicht mehr. Die Sensitivitét von den Anfangsbedingungen
macht sich bemerkbar. Einen genauen Nachweis kann man erbringen, wenn man die Iteration
statt in kartesischen Koordinaten in Polarkoordinaten durchftihrt. Die Iterationsfolge zeigt

dann ein typisch chaotisches Verhalten.
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4.2 Die dlgemeine Iteration z,,q =z, +C

| terationsgleichungen

Mit der komplexen Iterationsgleichung

Zw1=Z2+C

erreichen wir einen gewissen Abschluf3, was den allgemeinen Formelausbau betrifft. Die
komplexen Grol3en der Iterationsgleichung sind gegeben durch:

Zne1 = Xne1 + 1Yne1

Zn=Xn *iyn

c=a+ib
Eingesetzt ergibt:

Xne1 + 1Yni1 = (Xn +iyn)® +a+ib

= X2 - Y2 +a+ i(2xnyn + b)

Damit erhélt man die allgemeinen Iterationsgleichungen fir den Real- und Imaginarteil:

— v 2 2
X1 =Xn - Yn t@a

Yne1 = 2Xnyn + b

Fixpunkte der Ersten und Zweiten Iterierten

Mit unseren erarbeiteten Kenntnissen tber komplexe Zahlen kdnnen wir die folgende
Berechnung der Fixpunkte vornehmen. Aus der Fixpunktgleichung
Z2-z+c=0

ergeben sich die Fixpunkte zun&chst in der Form:
z,, =%(1¢ V1- 4c)
Dabei ist c=a+ib nun komplex. Es ergibt sich damit:

z,, =1(1¢\/1- 4a- 4ib)
2

Wirsetzennun: p=1-4a und q=-4b

und erhalten damit;
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.1 .
Zip zz(li\/ p+|Q)
Die Wurzdl aus einer komplexen Zahl haben wir gel6st (siehe 3.6) durch:

Jptig=ug, +ivy,

Damit folgt:
21,2* = %(11 (ul,z + iVl,z))

= %(11 ulyz)iélvl2

Da U=-u; und
Vo =-V; iSt,

folgt schliefdlich fur die Fixpunkte:

«_ 1 1
Z; = §(1+ u1)+§|v1

* 1 1-
z, = E(l- u,)- Vi

Entsprechend kann man die Fixpunkte der Zweiten Iterierten explizit berechnen.

. 1 -
Z34 = (1+{p+iq)

T2

mit
p=-3-4a q=-4b; \/p+ig =u+iviy

und damit;

* 1 1
Z3 =- 5(1"'“1)' Elvl

* 1 1.
z, =- E(l- u1)+§|v1
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Definition der Julia- Menge

Bei der vorhergenden Untersuchung der Iteration zn.«1 = z,> haben wir festgestellt, daR die
Iterationsfolge des Startpunktes zy innerhalb der ausgefillten Julia- Menge gegen den
Grenzpunkt z und auRerhalb gegene Unendlich strebt.

Wir definieren nun im allgemeinen Fall die ausgefiillte Julia- Menge K als die Menge aller
komplexer Startpunkte zo, fUr die die Iterationsfolge der Funktion y(z) beschrankt bleibt, und

die Julia- Menge J a's deren Rand.

K ={zo | (y"(z0)) beschrankt}
J=Rd(K)

Die Menge J besteht somit aus Punkten, in deren beliebiger Umgebung sowohl Punkte von K
als auch Punkte, die nicht zu K gehdren, enthalten sind.
zT RAK) U " e>0:$xT Ug2), xT K USYT Udf2),yT K

Divergenzkreis

Dawir noch nicht wissen, welche Eigenschaften die Julia- Menge im allgemeinen Fall besitzt,
versuchen wir zunéchst einen Divergenzkreis

D={z|l|z|=r}
mit einem bestimmten Radius r abzuschétzen mit der folgenden Eigenschaft:
Alle Anfangspunkte zy aul3erhalb des Divergenzkrei ses sollen sicher gegen Unendlich
divergieren.

V'(z0) %%B® ¥ fur |zo|>r

Die Zahl r wird auch Fluchtschranke genannt.




Im

/ '
r 20

z* Z0

f .

& .\/ZO Re

Divergenzkreis (D)

Julia- Menge (J)

ausgefullte Julia- Menge (K)

Damit mul3 die ausgefillte Julia- Menge K innerhalb von D liegen.
KI {z|z|£r}

Abschétzung der Fluchtschranke

Fir die Iterationsfunktion y(z) = zZ° + ¢ kdnnen wir folgende Fluchtschranke r, angeben:
rn=2+ic

Denn esgilt:

Cc
V(@)= 12°+ |3 |2 - Icl = (2] - g) 2| ®

|z
(2l le |zl dajz]® 1
Far |z|3 2+ |c|] bzw. |z|- |c|3 2 folgt somit:
ly(@)I* 2]
Es gilt entsprechend:
Y@= lyy@)I® 2y 2° ||
V’@1=yy*@)® 2y*2)2 2° [z

V@)1= yy" @)l 2y @)1 2"
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Fir n® ¥ strebt 2" gegen Unendlich, somit ergibt sich der Grenzwert

Ny = , 5
!]|®r9y (z)=¥ fur |z 2+]c]

DieZahl r, =2+ |c| ist somit eine Fluchtschranke firr y(z) =z +c. a

Es gibt noch weitere Abschétzungen fur eine Fluchtschranke, z.B.:

r, :%(1+,/1+4|c|) oder

rs = Max(|c|, 2)

mit 1, £ r3 £ r1. 1, ist somit die scharfste Abschétzung.

Programm KORBIT1

Um das Grenzverhalten der komplexen Iteration zu studieren, kdnnen mit diesem Programm

die Fixpunkte der ersten Iterierten, der Divergenzkreis und die Bahn einer komplexen

Iteration berechnet und grafisch dargestellt werden. Eingabewerte sind z.B.: Parameter

c=(a b): a=-0.5; b=0.5; Startwert zo = (Xo, Yo): Xo = 0.5; yp = - 0.5; maximale Anzahl von

[terationen Ny = 30.

Bel dem folgenden Ausdruck sieht man, wie der anziehende Fixpunkt langsam von der

Iteration angenédhert wird. Der Anfangspunkt zo = (0.5; - 0.5) gehort in diesem Fall also zur

ausgefullten Julia- Menge.



c-Paraneter:
(-.5; .5) Im

%

o |

Re
1

Divergenzkreis (D)

= 2o+ Jaearcl)

/
<

Einheitskreis

Beliebige Taste zum Fortsetzen driicken

Mit diesem Programm koénnen wir aber auch studieren, wie ein 3- er Zyklus im Komplexen
entsteht. Wir geben ein: a=- 0.15; b = 0.75; Xo = 0.2; Yo = 0.1; Nmax = 100. Die Iteration

springt in einem Dreieck:

c-Paraneter: Im
(-.15 : .75

Re

Einheitskreis

Beliebige Taste zum Fortsetzen dricken
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Es besteht auch die Méglichkeit, das Iterationsverhalten der speziellen Iteration zn.; = z,°
aus dem vorhergehenden Kapitel zu veranschaulichen. Wir setzen: a=0; b = 0 und wéhlen
einen Punkt aus der Julia- Menge (Einheitskreis): xo = 0.2; Yo = SQR(1- X02); Nmax = 20.

arameter:

c-P
(0;:0) Im

2o

Re

Julia- Menge
(Einheitskreis)

Beliebige Taste zum Fortsetzen driicken

Man kann sehr schon sehen, wie die Iterationspunkte innerhalb der Julia- Menge

(Einheitskreis) herumwandern und chaotisch verteilt sind.
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4.3 Darstellung der Julia- Menge durch Umkehriteration

Bisher wissen wir noch nicht, wie im algemeinen Fall eine Julia- Menge Uberhaupt aussieht.
Man kann sie zwar definieren, so wie wir es getan haben, aber deren Aussehen Ubersteigt jede
Vorstellungskraft. Wir sind damit in einer Situation wie der Mathematiker Gaston Julia vor
etwa 85 Jahren. Erst der Einsatz von Computern mit entsprechenden Grafik- Darstellungen
machte es moglich, diese abstrakte Menge zu visualisieren. Das Ergebnis war mehr als

Uberraschend.

Die Grundideeist dabei die folgende: Am Anfang unserer Betrachtungen (siehe 2.2) haben
wir festgestellt, dal3 sich bei einer Umkehriteration das Attraktionsverhaten umkehrt. Wir
erwarten, dal3 bei der Umkehriteration anziehende Fixpunkte und auch anziehende Zyklen
abstolRend werden, insbesondere der Fixpunkt ¥ . Auf der anderen Seite werden abstol3ende
Fixpunkte und abstofl3ende periodische Punkte, diein der Julia= Menge liegen, bei der
Umkehriteration anziehend. Zusammenfassend konnen wir festhalten: Die Julia- Menge wird

bal der Umkehriteration anziehend.

Berechnungsformeln der Umkehriteration

Bei der Umkehriteration zur Iteration zn.1 = z,° + ¢ bestimmen wir den Vorgénger (das

Urbild) z, zum Iterationspunkt z,.1. Die Berechnung erfolgt nach der Iterationsgleichung:

Z,,=%z,-C

Dabei ist:
Zn+1 = Xnet F 1Yne1
Zn=Xp+tiy, und

c=a+ib

Eingesetzt:

Xnet + iyne =4/X, +iy, - a- ib

=% X, - a+i(y, - b)
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Wir setzen

Ph=Xp-a und Qgn=Yn- b
und erhalten:

Xne1 +iYne1 = £ m
Die komplexe Wurzel wird gel6st durch (siehe 3.6):

VP, 0, = Uyi2 + V2
Damit ist:

Xne1 +1Yne1 = % Uy12 £ 1V 2
Da Uyp=-Uy1 und

V2 == Vi,
folgt:

Xn+1 + 1Yne1 = £ Uyt £ 1Viy1

und damit die Iterationsgleichungen:

Xn+1 = £ Upa; Un = f(Pn, n) = F(Xn, Yn)

Ynt1 = £ Vit ; Vi = f(Pn, On) = f(Xn, Yn)

Verfahren

Das Verfahren zur Darstellung der Julia- Menge kann mit folgenden Schritten angegeben

werden:

Aufteilung des Bildschirms in ein Punktraster (z.B. 420 x 420 Pixel)

Festlegung des komplexen Bereichs (dynamische z- Ebene, z = (X, y);
ZB..-2EXE+2,-2EYE+2)

DurchfUhrung der Iteration z, fur n = 1(1)Nmax (z.B. Nmax = 100000)

Farbige Darstellung der Gitterpunkte ab einer bestimmten "Einschwingzeit” ng
(z.B. ng = 50). Damit wird erreicht, dal3 ein Punkt nach ng Iterationen mit hinreichender
Genauigkeit einen Punkt der Julia- Menge darstellt.
Dadie Julia- Menge gegenlber der Iteration invariant ist, liegen die folgenden Punkte
ebenfallsin der Julia- Menge, wobei der Einfluf? der Sensitivitét durch die

Umkehriteration umgangen wird.
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Programm JULIA1

Mit diesem Programm wird das Verfahren realisiert. Es ergibt sich fir die Eingabegrof3en ¢ =
(a b): a=-1; b =0; Startwert zo = (Xo, Yo): Xo = - 0.1; yo = 0; maximale Anzahl der Iterationen
Nmax = 100000 das folgende Bild als Beispiel:

c-Parameter:
(-1

, 0] Im

\Ei nheitskreis

Beliebige Taste zum Fortsetzen drucken

Dieses Bild vermittelt einen ersten Eindruck von der fraktalen Struktur der Julia- Menge. Mit
dem Programm kann man nun weitere Julia- Mengen fur verschiedene Parameter ¢ berechnen
und grafisch darstellen. Speziell erhdt man fir ¢ = 0 den erwarteten Einheitskreis. Durch
Probieren wird man schnell herausfinden, wie vielgestaltig und kompliziert Julia- Mengen
sind. Wir werden spater noch weitere Algorithmen kennenlernen, mit denen noch mehr
Details dargestellt werden kdnnen. Dieses Programm soll den ersten, grundsétzlichen

Eindruck vermitteln.

Offen bleibt zunéchst auch die Frage, fur welche c- Werte sich Uberhaupt Julia- Mengen und
in welcher Gestalt ergeben ? Die Antwort erhalten wir durch die spéter zu behandelnde
Mandelbrot- Menge, die &hnlich dem Feigenbaum- Diagramm fir reelle Iterationen, Licht in

das Verhalten der komplexen Iterationen bringt.
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4.4 Einkreisung der ausgefillten Julia- Menge

Wir wollen nun ein weiteres Verfahren kennenlernen, mit dem man Julia- Mengen grafisch

darstellen kann. Ausgangspunkt ist die komplexe Iterationsgleichung

Zui =Y (z) =22+ ¢C

=y"(z0)

mit der Fluchtschranke

r=2+|c

Wir betrachten nun alle Startpunkte z, deren Betrag kleiner gleich der Fluchtschranke r ist:
|zo| £ 1,
alle anderen Startpunkte streben bei der Iteration gegen Unendlich. Die verbleibenden Punkte
fassen wir in einer Menge
Q9 ={zo| |zl £ 1}
zusammen. Diese Menge stellt in der komplexen Ebene eine Kreisscheibe mit dem Radius r
dar und ist eine erste Naherung fiir die ausgefiillte Julia- Menge (K I Q).
Flhren wir nun eine erste Iteration der verbleibenden Startpunkte zo durch, dann werden
einige Punkte die Fluchtschranke r bereits Gberschreiten und gegen ¥ streben. Fur die Ubrig
gebliebenen Punkte ergibt sich die Menge:
QY ={z|[za| = ly"(z0)| £ 1}
Diese Menge Q™ liegt innerhalb von Q©:
QWi Q©
Weitere Iterationen lassen weitere Punkte ins Unendliche entweichen und es ergeben sich die
Mengen:
Q¥ ={z0|Iz2l = Iy*(z0)| £ 1}
Q¥ ={zo| [zl = y*(z0)| £ 1}

Q" ={z0| |zol = y"(2o) £ 1}
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mit

Q(n) i Q(ﬂ' 1) [ i Q(Z) i Q(l) i Q(O)

Fuhren wir einen Grenziibergang durch, dann ergibt sich:

. (n) _ . o n

limQ™ ={z, [lim|z, |=lim|y"(z,) |£ r}
Der Ausdruck Ii®r9 ly"(z,) |Er ist per definitionem gleichbedeutend damit, dai3 die
Iterationsfolge (y"(zo)) beschrankt ist. Ein Vergleich mit der Definition der ausgefullten
Julia- Menge

K ={z0]|(y"(20)) beschrénkt}
zeigt, dal’ der Grenzwert somit die ausgefillte Julia- Menge darstellt:

limQ™ =K

n® ¥

Mit unserer Mengenkonstruktion ndhern wir uns also von auf3en der Julia- Menge an.

Fur den Speziafall ¢ = 0 kann man diesen Gedankengang explizit nachvollziehen. Esist:
Q9 ={zo|Jzol £ 2}

1
QW ={z|[zof £2} = {20 | |20 £ 2°}

1
Q¥ ={z0|lzol' £ 2} ={20| 2ol £ 27"}

1

Q¥={z ||z £2} ={z0| |zl £ 27}

1

Q"W ={z| 20| £2} ={z0| 20| £ 27"}

Es ergeben sich also konzentrische, ineinanderliegende Kreisscheiben mit den Radien:

2%, 2711, 2é, ...... , 22%, ...... =2, W2, W2, (W2, o

Da diese Radienfolge gegen 1 konvergiert, gilt:
LgQQ(n) ={z,11z,|1£Z

Diesist die ausgefillte Julia- Menge, die bekanntlich in unserem Fall durch eine Kreisscheibe

mit dem Radius 1 dargestellt wird.
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Verfahren

Aufbauend auf diesen Uberlegungen kénnen wir ein Verfahren angeben, mit dem die

Julia- Menge schrittweise von auf3en angenahert werden kann.

1. Aufteilung des Bildschirmsin ein Punkteraster (z.B. 400 x 400 Pixel)

2. Festlegung des komplexen Bereichs der z- Ebene (dynamischer Bereich, z = (X, y); z.B.:
-2EXEA+2,-2L£EYE+2)
Festlegung einer Fluchtschranker (z.B.r=2 +|c|)

4. Wahl einer Anzahl von Iterationen Nma (2.B. Nmax =0, 1, 2, 3, .... , 7, 100)

5. Fur jeden Gitterpunkt prife, ob fir n = 1(1)nme die Bedingung [z.| = ly"(zo)| £ r erfillt
ist. Wenn das der Fall ist, dann stelle den Punkt zo = (Xo, Yo) as Punkt der angenaherten,

ausgefullten Julia- Menge dar.

L evel- Set- Algorithmus

Nach dem Verfahren ergibt sich ein Algorithmus, dessen Kernstiick mit folgendem
Programmiteil prinzipiell beschrieben werden kann. (Die Umrechnung der mathematischen

Koordinaten in Bildschirmkoordinaten wurde nicht beriicksichtigt, siehe Anhang 6.2.):

' Berechnung der ausgefuellten Julia-Menge durch
"Abtasten der Gtterpunkte mt Test auf Mengenzugehoeri gkeit
"Vor gabewerte: Paranmeter ¢ = (a, b) und Fluchtschranke r

FOR x = xm n TO xmax STEP xschritt "GtterSpalten
FORyYy = ymn TO ymax STEP yschritt "GtterZeilen
x1 =x: yl =y
FOR n = 1 TO nmax "Iterationsschleife
XX =x1"2-yl”"N2+a "Hi | fsgroesse
yl =2 * x1 *yl + Db "I magi naerteil
x1 = xx 'Real teil

IF x1 2 +yl”~2>r ~ 2 THEN EXIT FOR
" Punkt gehoert nicht zur ausgefuellten Julia-Menge
NEXT n
' Punkt ausgabe
IF x1 ~ 2 +yl ™2 <=r ~ 2 THEN PSET (x, y)
" Punkt gehoert zur angenaeherten, ausgefuellten Julia-
' Menge
NEXT y
NEXT x



Programm JULIA?2

Mit dem vollsténdigen Programm erhdt man mit den Eingabewerten fir c = (a, b): a=- 1 und
b = 0 diefolgende Grafik:

Belichige Taste zuw Fortzetzen dreicken

Diesist ein Beispiel fir eine zusammenhéngende Julia- Menge.
Mit den Eingabewerten a=- 1 und b = 1 erhaten wir ein Bild, bel dem Einschniirungen und
nicht zusammenhangene Teilmengen entstehen.

c-Paraneter:
-1.11)

Belichige Tazte zun Fortzetzen dricken
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Wir erhalten damit das wichtige Ergebnis, dal? ausgefillte Julia- Mengen entweder

zusammenhangend oder unzusammenhangend sein kdnnen.

Mit diesem anschaulichen Ergebnis wird man zu folgender Definition gefuhrt:

Die Menge K ist unzusammenhangend, wenn sie sich in zwei nichtleere, elementfremde
(digunkte) Tellmengen zerlegen 1&(3t.

Oder in Mengenschreibwei se:

K unzusammenhangend U $Qi, Q! £ Ki (LEQ) UKCQ,KC Q.1 £ U

QlC Q=A
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4.5 Fixpunkte, Zyklen und Einzugsbereiche

Wir haben im vorhergehenden Kapitel die Julia- Menge von auf3en schrittweise angenéghert.
Welche Eigenschaften besitzt das Innere der Julia- Menge ? An einem speziellen Beispiel
haben wir gesehen (siehe 4.1), dald sich im Innern der ausgefillten Julia Menge ein
anziehender Fixpunkt befindet. Wir wollen nun experimentell zeigen, dal? generell anziehende

Fixpunkte und anziehende Zyklen stetsim Innern der ausgefillten Julia- Menge liegen.

Anziehende oder abstof3ende Fixpunkte kdnnen wir explizit nur bis zur 2. Iterierten
berechnen. Bei Zyklen mit hoherer Periodenzahl sind wir auf numerische Naherungsverfahren
angewiesen. Im folgenden wird ein Algorithmus angegeben, der dhnlich dem

Feigenbaum- Diagramm im Reellen den Endzustand der nun komplexen Iteration bestimmt.

Das Rechenschema sieht in der Programmiersprache QuickBasic wie folgt aus:

"Iteration zur naeherungswei sen Fi xpunkt ber echnung
"Vor gabewerte: Paranmeter ¢ = (a, b) und Fluchtschranke r

x =0y =20 "Startwerte
FORi =1 TO 1000 ‘lterationsschleife
XX = x"™N2-yn™N2+a "lIterationsgl ei chungen
y =2*xX*y+Db
X = XX
IFx 2 +y~2>r ~ 2 THEN EXIT FOR ' Abbruchbedi ngung
SX = (x - xmn) / xschritt ' Koor di nat en-
zy = (ymax - y) [/ yschritt "transfornmati onen
|F i > 900 THEN Cl RCLE (sx, zy), 3
' Fuer den Endzustand Krei spunkte zei chnen

NEXT |

Programm JULIA3

Mit diesem Programm wird zunéchst die Julia- Menge nach dem Level- Set- Algorithmus
berechnet, anschlief3end die explizit angebbaren anziehenden und abstol3enden Fixpunkte der
1. und 2. Iterierten und schliefdlich nach dem Naherungsverfahren die anziehenden Fixpunkte
mit hoherer Periodenzahl.
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Wir wollen die folgenden drei Félle beispielhaft studieren:

A. Ein anziehender Fixpunkt

Mit den Eingabedaten a=- 0.1; b = 0.5; nmax = 100 ergibt sich folgendes Bild:

/ anziehender Fixpunkt der 1. Iterierten

____—abstolRender Fixpunkt der 1. Iterierten

abstolRende Fixpunkte der 2. Iterierten

Berechnungsparameter: a = -1 ¢ b = .5 : mnmpax = 108

Beliehige Taste zum Fortsetzen dricken

Der anziehende Fixpunkt der 1. Iterierten liegt im Innern der Julia- Menge, die abstol3enden
Fixpunkte der 1. und 2. Iterierten auf dem Rand der ausgefiillten Julia- Menge also in der
Julia- Menge. Der Einzugsbereich des anziehenden Fixpunktes z ist das Innere der
ausgefullten Julia- MengeK :

Ay(Z*) =K

B. Zwei anziehende Fixpunkte (2er- Zyklus)

Eingabedaten: a=-1; b =0.1; Ny = 100
Es ergeben sich 2 anziehende Fixpunkte eines 2er- Zyklus im Innern der Julia- Menge. Diese

Punkte sind auch Lésungen der Fixpunktgleichung fur die 2. Iterierte.
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anziehende Fixpunkte der 2. lterierten

abstol3ende Fixpunkte der 1. Iterierten

Berechnungsparameter: a = -1 ; bh = .1 : mnmax = 100

Beliebige Taste zum Fortsetzen driicken

Ist z der anziehende Fixpunkt von y?(z), dann ist der 2er- Zyklus gegeben durch:
Z HZ,y@):yiZ)=7
Firr die Einzugsbereiche von z' und y(z') schreiben wir:
A (z') und A (y(2))
Esgilt dann:
A(Z)=A,(Z)EA(y(Z)) =K
Ay(Z") nennt man den Einzugsbereich des anziehenden Zyklus Z . Er ist identisch mit dem
Innern der ausgefullten Julia- Menge K.

Interessant ist die Lage der beiden abstol3enden Fixpunkte der 1. Iterierten, sie liegen in der

Julia- Menge. Der eine abstol3ende Fixpunk trennt die beiden Einzugsbereiche.

C. Drai anziehende Fixpunkte (3er- Zyklus)

Eingabedaten: a=- 0.1; b = 0.75; npax = 100
In diesem Fall erhalten wir einen anziehenden 3er- Zyklus
Z ={Z,y@) Y@} y(2)=7
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Die Elemente z , y(z') und y(z') sind anziehende Fixpunkte der 3. Iterierten und ergeben sich

nach dem Naherungsverfahren. Sie liegen innerhalb der Julia- Menge.

/ anziehende Fixpunkte der 3. Iterierten
7L abstoRRende Fixpunkte der 1. Iterierten

abstolRende Fixpunkte der 2. Iterierten

Berechnungsparameter: a = -.1 : b= .75 : nmax = 100

Beliebige Taste zum Fortsetzen dricken

Far den Einzugsbereich des Zyklus Z* gilt:
A(Z)=ALZ)EAL(YEZ DEA,(Y(Z)) =K

Der eine abstol3ende Fixpunkt der 1. Iterierten trennt die Einzugsbereiche

Allgemein kann man fr den Einzugsbereich eines anziehenden Zyklus der Periode m
Z ={Z,y@)Y(@), ... .Y @hY(@)=2
nun schreiben:

m-1
A(Z)=JA . (Z)=K
k=0

mit ZO* = Z*, Zl* = y(z*)’ ZZ* = yz(Z*), cee y Zm- 1* = ym— l(Z*)
Bezeichnen wir den Einzugsbereich des Punktes ¥ mit Ay(¥), dannist die Julia- Menge J

sowohl der Rand von Ay(¥) alsauch von Ay(Z*) mit den m Einzugsbereichen des Zyklus.

J=Rd(A,(¥)) = Rd(A,Z))
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Diesist der Grund fur die komplizierte Struktur der Julia- Menge.

Programm JULIA4

Wir wollen noch ein weiteres Experiment durchfihren, indem wir der Frage nachgehen, was
bei der Iteration mit Punkten passiert, die der Julia- Menge angehoren ?

Bei dem folgenden Programm gehen wir wie folgt vor:

1. Wir berechnen die ausgefiillte Juliaz Menge mit dem Level- Set- Algorithmus.
2. Wir berechnen, wie wir es unter 4.3 getan haben, einen Punkt der Julia- Menge mittels
Umkehriteration mit dem untenstehenden Algorithmus.

3. Wir benutzen diesen Punkt als Startpunkt fir die anschlief3enden (Vorwaérts- ) Iterationen.

' Ber echnung ei nes Punktes der Julia-Menge
"durch Unkehriteration

x =.01:. y=0 "Startwerte
FORi =1 TOnO 'n0 > 50, legt den Punkt in der
"Jul i a- Menge fest
' Loesung der Wir zel
p=x-a gqg=y->b
|F q = 0 THEN
|F p <= 0 THEN
u=20: v =SQR(-p)

u=SR(p): v=20

u=3SR((p +SR(p"2+q"2)/ 2
IFu=0THENV = SQR(-p) ELSEVv =q/ 2/ u
END | F
X = Uy =V
‘zufael l i ge Auswahl der beiden Wirzeln
IF RND > .5 THEN x = -Xx: y = -y
NEXT i

' Koor di nat ent ransf ornmati on
SX (x - xmn) / xschritt
zy (ymax - y) [/ yschritt

" Punkt ausgabe
Cl RCLE (sx, zy), 3, 12
" Zei chne ei nen Krei spunkt als Punkt der Julia-Menge
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Der Ergebnisausdruck fir a= 0; b = 0.5; und ny = 65 (ng legt den Startpunkt in der
Julia- Menge fur die nachfolgende Iteration fest) zeigt, wie der Startpunkt, der in der
Julia- Menge liegt, bei der Iteration chaotisch in dieser Menge herumwandert. Damit wurde

die vollsténdige Invarianz der Juliaa Menge (J« J) gegenliber der Iteration auch im

allgemeinen Fall anschaulich gemacht.

/

Startpunkt

Berechmingsparameter: a = @ ; h = .5

Bieliebige Taste zum Fortsetzen dreicken
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4.6 Die Mandelbrot- Menge

Eines der faszinierendsten Fraktale der modernen Mathematik ist die Mandelbrot- Menge, die
nach dem franzdsisch- amerikanischen Mathematiker Benoit B. Mandelbrot (geb. 1924 in
Warschau) benannt ist. Sie besitzt nicht nur eine aulRerst komplizierte Struktur, sondern

erklért auch auf anschauliche Weise die unterschiedlichen Formen der Julia- Mengen.

Wir wollen einige Gedankengange aufzeigen, wie man zu dieser Menge kommt. Dazu
betrachten wir zunéachst die Iteration
n+1

Zv1=Yc (20)
fir den Startpunkt [zo = 0. Dann erhalten wir mit zy., = z,> + ¢ die Folge:

Z20=0

Z1=C
z=Cc’+c
z3=(+c)’+c

Den Punkt zy = 0 nennt man in diesem Fall den kritischen Punkt und die dazugehorige Folge
(zn) die kritische Bahn.

Definition der Mandelbrot- Menge

Wir definieren nun die Mandelbrot- Menge M als die Menge aler Parameterwerte ¢, fur die

die kritische Bahn beschrankt bleibt, also nicht ins Unendliche strebt.

M ={c|(y."(0)) beschrankt}

Ein Vergleich dieser Definition mit der Definition der ausgefillten Juliaa Menge
K ={z]|(y"(2)) beschrankt}

zeigt die wesentlichen Unterschiede:
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Waéhrend die Elemente von K in der z- Ebene liegen, die wir auch as dynamische Ebene

bezeichnen, liegen die Elemente von M in der c- Ebene, die auch Parameterebene genannt

wird. Zur Berechnung von M wird die Iteration generell mit zo = 0 bzw. z; = ¢ gestartet.

Es gilt nun der wichtige Satz:
Ist der Parameterwert ¢ ein Element der Mandelbrot- Menge M, genau dann ist die zugehorige

ausgefullte Julia- Menge zusammenhangend.

cl M U K zusammenhangend

Beschr dnktheit

Im Kapitel 4.2 haben wir bei der Iteration y."(z) eine Fluchtschranke
r = Max(|c|, 2)
angegeben. Das bedeutet, daf? die Folge (y."(z)) gegen ¥ strebt, wenn |z|2 |c| und
lz|>2 ist.
In unserem Fall kdnnen wir setzen:
z=z71=cC
D.h., wenn die Bedingungen |c| 2 |c| (trivial ') und |c|> 2 erflllt sind, dann strebt
(vc'(0) ® ¥
und das zugehdrige ¢ gehort nicht zur Mandelbrot- Menge (c1 M).
Damit erhalten wir die folgende Abschétzung fiir die Mandelbrot- Menge:

MI {c]||c|£2}

Die Mandelbrot- Menge liegt also in der c- Ebene in einer Kreisscheibe mit |c| £ 2.
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Darstellung der Mandelbrot- Menge

Mit diesen Ergebnissen kénnen wir zur Darstellung der Mandel brot- Menge ein Verfahren

angeben, das dhnlich wie der Level- Set- Algorithmus aufgebaut ist:

1. Aufteilung des Bildschirmsin ein Punkteraster (z.B. 600 x 400 Pixel)

2. Festlegung des komplexen Bereichs der ¢c- Ebene, in der die Mandelbrot- Menge liegt
(Parameterbereich; z.B..c=(a b):-2£a£ +1,-1£Db £ +1)

3. Festlegung einer maximalen Anzahl von Iterationen Nyax (2.B. Nmax = 100)

4. Fur jeden Gitterpunkt prife, ob fir n= 1(1)nma die Bedingung |z.| = ly.(0)| £ 2 erfullt
ist. Wenn das der Fall ist, dann stelle den Punkt ¢ = (a, b) als Punkt der angendherten
Mandelbrot- Menge dar.

Programm MANDEL1

Mit den Eingabeparametern fir den c- Bereich:

Amin = - 2; Amax = +1
Pmin =- 1;
und der Anzahl der lterationen nmax = 100

erhalten wir das bertihmte "Apfelménnchen”, die Mandelbrot- Menge.

Sie besteht im wesentlichen aus dem zykloiden Hauptkdrper Wo im Bereich

-0,75£a£ 04 undimBereich -1,25£ a£ - 0,75 aus dem kreisformigen Nebenkorper Wi.
Dann schlief3en sich einzelne Knospen an, die sich welter fortsetzen und damit den
komplexen Rand dieser Menge ergeben.
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10 | - Mandelbrot- Menge
b
+0,5
0
-0,5
: a® 1
10 ¥ L1
-20 -15 -1,0 -05 0 +0,5 +1,0
amin = -2 : amax = 1 ! bmin = -1 : bmax = 1 : nmax = 100

Weitere Berechnung (j,n) 7 I
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Mandelbrot- Menge und Feigenbaum- Diagramm

Wir haben schon friher darauf hingewiesen, dal3 zwischen dem Feilgenbaum- Diagramm, das
wir im Reellen erhalten haben, und der komplexen Mandelbrot- Menge ein enger
Zusammenhang besteht. Das Feigenbaum- Diagramm stellt némlich den reellen Teil der
Mandelbrot- Menge mit den Iterationsergebnissen im Endzustand dar.

Auf der folgenden Seite sind diese beiden Diagramme mit dem gemeinsamen Parameter a

untereinandergestellt.

Wenn wir das Feigenbaum- Diagramm von rechts nach links betrachten, dann sehen wir
zunéchst eine Linie, die einen anziehenden Fixpunkt darstellt. Dies entspricht bei der
Mandelbrot- Menge dem zykloiden Hauptkdrper Wo.

Dann erfolgt im Feigenbaum- Diagramm eine Aufspaltung in zwel Linien, die den

2er- Zyklus darstellen. In der Mandelbrot- Menge ergibt sich im Komplexen in diesem
Bereich der kreisformige Nebenkorper Wi.

Wir erkennen, dal3 der Verdopplungsbaum im Reellen einem System von kleiner werdenden
Knospen in der Mandel brot- Menge entspricht.

Dem periodischen Fenster der Periode 3, das wir im Reellen ausfuhrlich diskutiert haben,

kénnen wir nun eine sekunddre Mandel brot- Menge an der Spitze zuordnen.
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Mandelbrot- Menge

Feigenbaum- Diagramm

+1,0

a®



78

4.7 Einige morphologische Betrachtungen

Wir sind nun gut vorbereitet, eine Reise in die phantastische Welt der Fraktal e anzutreten.
Dabei sehen wir nicht nur bizarre Grafiken, sondern verstehen auch etwas den theoretischen
Hindergrund. Bei unserer Reise werden wir aber auch an Grenzen stof3en, die immer
schwieriger mathematisch zu beschreiben oder Giberhaupt noch nicht verstanden und erforscht
sind.

Als Fihrer auf unserer Reise dient uns die Mandelbrot- Menge als Landkarte, die fir uns
einen Kontinent im Ozean mit einer komplizierten Kstenlinie wiedergibt. Die Reise

unternehmen wir mit unserem Programm JULIA3, mit dem wir die " Sehenswirdigkeiten™ auf

dem Bildschirm sichtbar machen kénnen. Als Iterationstiefe wahlen wir bei allen Beispielen
Nmax = 100.

Und nun zu den Stationen unserer Reise:

Startpunkt ist der Nullpunkt im Innern des Hauptkdrpers Wy

c
der Mandelbrot- Menge. Wir erhaten eine Kreisscheibe. Es
5 ist erstaunlich, dal3 diese einfache Grafik die Keimzelle fir
die vielgestaltigen Fraktale dieser Familie darstellt.
c Wenn wir uns im Hauptkorper W, der Mandelbrot- Menge
a b bewegen, dann ergeben sich zusammenhangende
_03 +0,4 Julia- Mengen mit einem anziehenden Fixpunkt.
C Parameterwerte ¢ aus dem Nebenkdrper W, ergeben
a b Julia- Mengen mit einer Struktur, die 2 anziehende
10 +0,1 Fixpunkte enthdlt, deren Einzugsbereiche durch einen

abstol3enden Fixpunkt getrennt werden.
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Wir wenden uns nun den Knospen der Mandelbrot- Menge

c
a b zu. FUr die verschiedenen, ausgewahlten Parameterwerte ¢
015 +0.75 ergeben sich Strukturen, die an Windmihlen erinnern, in
deren "Fllgel" die anziehenden Fixpunkte der
+0,27 +0,55
verschiedenen Zyklen sitzen. Wir beobachten 3er- , 4er-
-0,5 +0,55
5er-, 6er- und 7er- Zyklen. Die "Nabe" wird immer durch
-0,62 +0,42
einen abstol3enden Fixpunkt dargestellt. Interessant ist der
-1,15 +0,25 . _
letzte Fall ¢ = (- 1,15; +0,25), bei dem ein 6er- Zyklus

entsteht, der in 2 Gruppen mit je 3 Elementen um einen
abstoRenden Fixpunkt angeordnet ist.

Bei der Darstellung weiterer Beispiele wollen wir uns einem Gebiet der Mandel brot- Menge
zuwenden, dessen K Ustenregion besonders ansprechende Julia- Mengen liefert. Esist der
Einschnitt zwischen dem Hauptkorper W, und dem Nebenkorper W,, den wir die

" Seepferdchen- Bucht" nennen wollen. Mit dem Programm MANDEL 1 erhalten wir

folgenden Ausschnitt aus der Mandel brot- Menge:

+0,3 T
- Ib Seepferdchen- Bucht 1+ B
h : g u.i-
+0.2 o G
2 a®
+0,1
- 059 - 0,8 - 0’7 _ 0,6
amin = —.9 ; amax = —.6 : bmin = .1 : bmax = .3 ; nwmax = 100

Ueitere Berechnung (j.n) 7 ||
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Aus diesem Gebiet enthdlt die folgende Tabelle einige ausgewahlte Beispiele.

a b Beschreibung
-0,77 +0,11 verschrankte Spirale, 2- armig
- 0,746 +0,13 Seepferdchen
-0,716 0,25 offene Spirale, 13- armig
-0,71 0,29 Stern, 11- strahlig

Die Beispiele stellen offenbar unzusammenhéngende Julia- Mengen dar, deren c- Parameter

nicht mehr in der Mandelbrot- Menge liegen. Ihre Strukuren haben sich aus den

"Windmuhlen" der Knospen mit ihren Zyklen entwickelt.

Mit dem Programm MANDEL 1 kdnnen wir aber auch eine Reise in den "Mikrokosmos'

unternehmen. Durch standige Wahl einer Ausschnittsvergrof3erung ergeben sich tber das Bild

einer sekundaren Mandelbrotmenge immer neue Strukturen, die eine gewisse

Selbstahnlichkeit zeigen, eine typische Eigenschaft von Fraktalen.

Folgende Bildersequenz kann man ausprobieren:

@min Amax Brmin VergroRerungs-
faktor

-2.0 +1.0 -1.0 1

-0.3 0 0.8 10

-0.12 -0.09 0.92 100

- 0.108 -0.105 0.925 1000

- 0.1069 - 0.1066 0.9256 10000

Eine Reisein die Unendlichkeit !
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Und nun sind eigenen Exkursionen keine Grenzen mehr gesetzt. Die Mandel brot- Menge
stellt ein Buch mit unendlich vielen Seiten dar, die man nur aufschlagen mufl3. Man wird

immer wieder neue Strukuren entdecken, die vorher noch kein Mensch gesehen hat.
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5. Iterationen in den Quaternionen

Einfuhrung

Wir haben in Abschnitt 3 die Menge der reellen Zahlen R durch die komplexen Zahlen zur
Menge C erganzt. Als Erweiterung der komplexen Zahlen wurden héhere komplexe Zahlen,
die Quaternionen, von W. R. Hamilton (1805 - 1865) eingefiihrt, die die Zahlenmenge H
ergeben. Die Quaternionen bilden einen vierdimensionalen Raum mit den Einheiten

1, i, j und k.
Damit &1t sich ein Quaternion q darstellen durch:

q=ad +a¥+af+ak; ql Hund g1 R

Fur die Einheiten werden folgende Beziehungen festgesetzt:

1°=1;, i’=j?=k*=-1

if=-ji=k jk=-kf=i: ki=-iK=]

Fur Quaternionen gelten ganz &hnliche Rechengesetze wie fir komplexe Zahlen. Es gilt aber
im allgemeinen nicht mehr das Kommutativgesetz der Multiplikation, d.h. bel der

Multiplikation zweier Quaternionen ist die Reihenfolge der Faktoren zu beachten.

¥t ol

Iteration mit Quaternionen

Quaternionen kdnnen nun dazu benutzt werden, Julia- Mengen dreidimensional darzustellen.
Dazu verallgemeinern wir unsere bisherige Iterationsglei chung zu:

One1 =0 +C
In dieser Gleichung setzen wir nun:

On+1 = Xne1 + Yook + Znao ¥

O = Xn + Yot + ZnX

c=a+bx
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Wir setzen also g dreidimensional und ¢ zweidimensional (komplex) an. D.h. wir beschrénken
uns bei der Iteration auf 3 Dimensionen und setzen die k- Komponente Null, obwohl
Quaternionen eigentlich im 4- dimensionalen Raum definiert sind.
In unsere Iterationsgleichung eingesetzt ergibt sich dann:
Xne1 + Yner X + Zna =
= (Xn + YnXk + 2§)XXn + Yo +20%) + a+ bx
Unter Beachtung der Beziehungen fur die Einheiten, insbesondere deren Reihenfolge bel der
Multiplikation, erhalten wir:
Xne1 + Yner X + Zna =
= X2 - Y2 - Zp2 + a+ (2knyn + D)% + 2Xnzok
Der Koeffizienzenvergleich der Komponenten fihrt uns zu den folgenden

Iterationsgleichungen:

Xns1=Xn - Yo' - Zi +a (x- Komponente)
Yn+1 = 2XnYn + b (y- Komponente)
Zns1 = 2XnZn (z- Komponente)

Diese Gleichungen beschreiben nun die Bahn der Iteration in einem 3- dimensionalen Raum.

Esist naheliegend den Betrag eines Quaternions im 3- dimensionalen Raum durch die
Beziehung

Ipl= Xx* +y*+2°

festzulegen.
Die Konvergenzbetrachtungen der Iteration in den Quaternionen kdnnen wir aus dem

Komplexen entsprechend tibernehmen.

Als Definition der Julia- Menge wird man nun festsetzen:

K ={qo| (y"(qo)) beschrankt} (ausgefillte Julia- Menge)
J = Oberflache von K (Julia- Menge)




Programm QUAT1

Bei diesem Programm bauen wir auf den Level- Set- Algorithmus fir komplexe Zahlen auf,

erweitern ihn nur um eine weitere Komponente z.

Problematisch ist dabei die Darstellung der dritten Dimension, da unser Bildschirm nur
zweidimensional ist. Es gibt Algorithmen zur Darstellung von Computergrafiken, die es
ermdglichen, 3- dimensionale Objekte perspektivisch und mit Schattenwirkungen auf dem
Bildschirm darzustellen. Wir verzichten auf diese Méglichkeiten, dawir uns nur mit dem
Prinzip befassen wollen. Wir stellen daher die dritte z- Komponente durch Hohenlinien dar.
Damit wird zwar kein echtes 3- dimensionales Bild erzeugt, aber ein ungeféahrer Eindruck von

der Kompliziertheit der Julia- Mengen in den Quaternionen vermittelt.

Mit den Eingabedaten a=- 1; b = 0 und nma = 15 erhalten wir eine Grafik, diedie

Rotationssymmetrie der Julia- Menge um die x- Achse zeigt.

c—-Parameter:
-1, 0
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6. Anhang

6.1 QuickBasic - Programme

Ubersicht tiber die QuickBasic - Programme

Programm FOLGE1.BAS
Einfaches Experimentierprogramm zur quadratischen lteration Xps+1 = Xn° + &

Programm ORBIT1.BAS
Berechnung des Orbits (der Bahn) der Iteration Xp1 = Xn° + a

Programm GRAFIT1.BAS
Grafische Iteration eines Punktes

Programm GRAFIT2.BAS
Grafische Iteration eines Intervalls

Programm FEIGE1.BAS
Abschétzung des Feigenbaum- Punktes

Programm FEIGE2.BAS
Berechnung des Feigenbaum- Diagramms firr die Iteration Xp+1 = Xn2 + a

Programm FIXPKT1.BAS
Numerische Berechnung von Fixpunkten der m- ten Iterierten von X1 = Xn° + @
mittels Intervall schachtelung

Programm KWURZEL1.BAS
Berechnung der Wurzel aus einer komplexen Zahl

Programm KFOLGE1.BAS
Berechnung der Bahn der komplexen Iteration zy1 = 2

Programm KFOLGE2.BAS
Berechnung der Bahn der komplexen Iteration zyq = 2,2+ €

Programm KORBIT1.BAS
Berechnung und grafische Darstellung des Orbits, der Fixpunkte der ersten Iterierten sowie
des Divergenzkreises der komplexen Iteration zp.1 = z2+cC

Programm JULIA1.BAS
Berechnung der Julia- Menge mit Umkehriteration zn.1 =+ SQR(z, - €)
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Programm JULIA2.BAS

Berechnung der ausgefiillten Julia- Menge fiir die komplexe Iteration z,.1 = 2,2 + C

nach dem Level- Set- Algorithmus. Die Iterationstiefe wird schrittweise erhoht und damit die
Julia- Menge mit Niveaufl&chen angendhert.

Programm JULIA3.BAS

Das Programm berechnet die Julia- Menge firr die Iteration zq1 =z, + ¢ nach dem

Level- Set- Algorithmus, auferdem alle Fixpunkte der 1. und 2. Iterierten mit den expliziten
Formeln. Anziehende Fixpunkte mit htherer Periodenzahl werden numerisch angendhert.

Programm JUL1A4.BAS

Das Programm berechnet die Julia- Menge firr die Iteration zq.1 =z, + ¢ nach dem

Level- Set- Algorithmus. Mit Umkehriteration wird ein Punkt in der Julia- Menge angenahert,
der anschlief3end iteriert wird.

Programm MANDEL 1.BAS
Berechnung der Mandelbrot- Menge der komplexen Iteration z,+1 = z,> + ¢ nach dem
Level- Set- Algorithmus. Wahlweise kénnen Niveaulinien dargestel It werden.

Programm JULIAS5.BAS
Berechnung der Julia- Menge der komplexen Iteration zn.1 = z,> + ¢ mit dem
Level- Set- Algorithmus. Wahlweise konnen Niveaulinien dargestel It werden.

Programm QUAT1.BAS

Das Programm berechnet die Julia- Menge mit Quaternionen fir die Iteration

On+1 = On” + ¢ nach dem Level- Set- Algorithmus. Die z- Komponente wird durch Hohenlinien
dargestellt.

Programm FEIGE3.BAS
Berechnung der Feigenbaum- K onstanten nach dem Newton- Verfahren



Ei nfaches Experinenti erprogranmm zur
quadratischen Iteration x(n+l) = x(n)*2 + a

-.5 'Paraneter a
"Startwert xO0
20 " Anzahl der Ilterati onen nmax

S X O
I n
=
w
o]

"lIteration

LOCATE 1, 1
PRINT "n", "x(n) "
L "

END



' Berechnung des Orbits (der Bahn) der
"Iteration x(n+l) = x(n)"2 + a

' Ei ngabewerte:

=-.5 'Paraneter a
= 1.36 "Startwert xO
= 20 " Anzahl der Iterationen nmax
SCREEN 12 '"VGA, 640 x 480 Pixel, 16 Farben
px = 620 ' Fest| egung der Bil dschirnpunkte (Bil dschirnbereich)
py = 420
Xxmn = -2: xpax = 2 "mat hemat i scher Bereich
xschritt = (xmax - xmn) / py "Schrittweite
zy = (xmax - x) [/ xschritt ' Transf ormati onsgl ei chung

Cl RCLE (30, zy), 2, 14

FOR sx = 30 + (px - 50) / n TO px - 20 STEP (px - 50) / n 'lteration
X =X "2+ a
IF x > xmax THEN
PRI NT "lIteration ausserhal b des Rechenberei chs"
EXIT FOR
END | F
zy = (xmax - Xx) / xschritt
" PSET (sx, zy), 12
LINE -(sx, zy), 12
NEXT sx

LINE (0, 0)-(0, py) " Skal i erung
FORj =0 TO py STEP py / 20
LINE (O, j)-(5, j)
NEXT |
LINE (px, 0)-(px, py)
FORj = 0 TO py STEP py / 20
LINE (px, j)-(px - 5, j)
NEXT j

END



a=-.5 'Paraneter a

x0 = -1.15 "Startwert x0

m=1 "Iterierte m

n = 50 " Anzahl der Iterationen nnax

SCREEN 12

px = 420: py = 420 "Bi |l dschi rnbereich

Xxmn = -2: xpax = 2 "mat hemat i scher Bereich

ymn = -2: ymax = 2

xschritt = (xmax - xmn) / px "Schrittweite

yschritt = (ymax - ymn) / py

FOR sx = 0 TO px "Darstellung der Iterationsfunktion
X = xmn + sx * xschritt 'yl = y(x)

GOSUB funkti on
IFy > ymax THEN GOTO 100
zy = (ymax - y) [/ yschritt
PSET (sx, zy), 12

100 : NEXT sx

= 0 TO px "Darstellung der W nkel hal bi erenden
X = xmn + sx * xschritt 'y2 = x
y =X

IFy > ymax THEN EXIT FOR

zy = (ymax - y) [/ yschritt

PSET (sx, zy), 12
NEXT sx

" Achsenkreuz
LINE (0, ymax / yschritt)-((xmax - xmn) / xschritt, ymax / yschritt)
LINE (-xmin / xschritt, 0)-(-xmin / xschritt, (ymax - ymin) / yschritt)

FORi = 0 TO px STEP px / 20 "Gtternetz
"LINE (i, py)-(i, 0)

NEXT i

FORj = 0 TO py STEP py / 20
"LINE (0, j)-(px, |)

NEXT j

x = x0 ' Start punkt
sX = (X - xmn) / xschritt

zy = ymax / yschritt

PSET (sx, zy)
CI RCLE (sx, zy), 3, 10

FORi =1 TOn ' Li ni enzug
GOSUB funktion
IFy >ymx THEN EXIT FOR
zy = (ymax - y) [/ yschritt
LINE -(sx, zy), 10
X =y
sX = (X - xmn) / xschritt
LINE -(sx, zy), 10
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NEXT i
PRI NT "Grenzpunkt: "
PRINT "x = "; X
END
funktion: ' Festl egung der Iterationsfunktion
FORj =1 TOm
X =xXx"2+a
NEXT j
y = X

RETURN



' Ei ngabewerte:

a=-2 'Paraneter a

x0 = .8 "Startwert xO

del x = .05 "Interval | breite delta x

n =5 " Anzahl der Ilterati onen nmax
SCREEN 12

px = 620: py = 420

Xxmn = -2 xmax = 2

ymn = -2: ymax = 2

xschritt = (xmax - xmn) / px

yschritt = (ymax - ymn) / py

FOR sx = 0 TO px "Iterationsfunktion zei chnen

X = Xxmn + sx * xschritt
GOSUB f unktion
IFy > ymax THEN GOTO 100
zy = (ymax - y) [/ yschritt
PSET (sx, zy), 12

100 : NEXT sx

FOR sx = 0 TO px " W nkel hal bi erende zei chnen
= xmn + sx * xschritt
= X
Fy >ymx THEN EXIT FOR
y = (ymax - y) [/ yschritt
PSET (sx, zy), 12
NEXT sx

N —< X

FOR x1 = x0 TO x0 + del x STEP delx / 15 "lteration
X = x1
SX (x - xmin) / xschritt
zy ymax / yschritt
PSET (sx, zy)
FORi =1 TOn
GOSUB funkti on
IFy > ymax THEN EXIT FOR
zy = (ymax - y) [/ yschritt
LINE -(sx, zy), 10
X =y
sx = (x - xmn) / xschritt
LINE -(sx, zy), 10
NEXT
NEXT x1

END

funkti on:
y =x "2+ a
RETURN



' Ei ngabewerte:
= -1.3941 ' Paraneterwerte
a2 = -1.3997

CLS
del = 4.6692 ' Fei genbaum Konst ant e
FORi =1 TO38
a3 = (del + 1) / del * a2 - 1/ del * al
PRINT i, a3
al = a2
a2 = a3
NEXT i

END



" Quel | progranm FEI GE2. BAS

Ber echnung des Fei genbaum Di agranmms fuer die
"Iteration x(n+l) = x(n)"2 + a

SCREEN 12 'VGA, 640 x 480 Pi xel, 16 Farben
px = 600: py = 400 " Bi |l dschi rnbereich
amn = -2: amax = 1 "mat hemati scher Bereich
Xxmn = -2: xmax = 2
aschritt = (amax - amn) / px "Schrittweite
xschritt = (xmax - xmn) / py
FOR sx = 0 TO px
a = amn + sx * aschritt ' Par anet er
x =0 "Startwert
FORi =1 TO 800 "lteration
X =X N2+ a
IF x > xmax THEN EXIT FOR
IF i > 400 THEN
zy = (xmax - Xx) / xschritt
PSET (sx, zy), 12
END | F
NEXT i
NEXT sx
FORi = 0 TO px STEP px / 30 "Gtternetz
LINE (i, py)-(i, 0)
NEXT i

FOR|j = 0 TO py STEP py / 20
LINE (O, j)-(px, j)
NEXT |

END
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DECLARE SUB intervall (xa0O!, xeO!, xfix!)
DI M SHARED a, m

" Progranm FI XPKT1. BAS

Nuneri sche Berechnung von Fi xpunkten der
mten lterierten von x(n+l) = x(n)*2 + a
"mttels Intervall schachtel ung

' Ei ngabewert e:

a=-176 'Paraneter a
m = "'mte lterierte
Xxmn = -2 "Gesantintervall [xmn, xnax]
xmax = 2
k =20 " Anzahl der Teilintervalle k
CLS
PRI NT "Fi xpunktsuche "; m "-te Iteration, a ="; a
PRI NT "Intervall Fi xpunkt "
L N B e "
xa0 = xmn
xe0 = xmn + (xmax - xmn) / Kk
CALL intervall (xa0, xe0, xfix)
PRI NT USI NG " [ ##. ### |, ##. ###] #H#. ####A#", xa0; xe0; xfix
FORi =1 TOk - 1
xa0 = xe0
xe0 = xa0 + (xmax - xmn) / K
CALL intervall (xa0, xe0, xfix)
PRI NT USI NG " [ ##. ### , ##. ###] #itH. #HH#A#" ;. xa0; xe0; xfix
NEXT i
END

SUB intervall (xa0, xe0, xfix)

xa = xa0 "I nterval
xe = xe0
schritt = (xe - xa) / 100 "Schrittweite
DO "Intervallschleife
yl = xa " Anf angswerte
FORi =1 TOm
yl =yl "2 + a
NEXT i
y2 = xa
s2 = SGN\(y1l - y2)
j =0
DO ' Schni tt punkt besti mmung
sl = s2
yl = xa
FORiIi =1 TOm "mte lterierte
yl =yl "2 + a
NEXT i
y2 = xa
Xxa = xa + schritt
s2 = SGN(y1l - y2)

=i +1



IFj > 100000 THEN
xfix =0
EXIT SUB
END | F
LOOP UNTIL s1 <> s2

Xxa = xa - 2 * schritt

Xxe = xa + schritt

schritt = (xe - xa) / 100
LOOP UNTIL schritt < .0000001

IF xa < xa0 OR xe > xe0 THEN
xfix =0

ELSE
xfix = (xa + xe) / 2

END | F

END SUB
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" Abbr uchbedi ngung der

i nneren Schl eife

Schni t t punkt bedi ngung

Rechengenaui gkei t

' Prozedurergebnis



' Berechnung der Wirzel aus ei ner konpl exen
' Zahl

p=1 "Wirzel (p +iq)
q=1
CLS
IF g =0 THEN
IF p <= 0 THEN
ul = 0: u2 =0
vl = SQR(-p): v2 = -vl
ELSE
ul = SQR(p): u2 = -ul
vli =0 v2 =0
END | F
ELSE

ul = SQR((p + SR(p * 2+ g™ 2)) [/ 2): u2 = -ul
IF ul =0 THEN vl = SQR(-p) ELSE vl =g/ 2/ ul
v2 = -vl

END | F

PRINT "WURZEL ("; p; " +"; q; "*i)"
PRINT "Z1 = ("; ul; "; "; vi; ")"
PRINT "Z2 = ("; u2; "; ", v2; ")"

END



" Quel | progranm KFOLGELl. BAS

Ber echnung der Bahn der konpl exen Iteration
"z(n+l) = z(n)"2

Ei ngabewert e:

X =.2 "konpl exer Startwert z0 = (x0, yO0)
y = .97

'y = SQR(1 - x * 2) "Ei nhei tskreis

nmax = 15 " Anzahl der |terationen nmax

CLS

PRI NT

PRI NT

zbetrag = SQR(x » 2 +y N 2)
PRI NT USI NG "### ##. ####8#  ##t. #H##H#H B8 ######", 0, X, y, zbetrag

FOR i = 1 TO nmax "lIterationsschleife
XX =X N2-yn2 "Hil fsgroesse
y =2* x*y "I magi naert ei
X = XX 'Real t ei
zbetrag = SQR(x » 2 +y ™ 2)
PRI NT USI NG "### ##. ######  ##. #H###E #4 ###A#", 1, X, y; zbetrag
NEXT i
LOCATE 1, 1
PRINT " n x(n) y(n) Betrag von z(n)"
[ N I e e T "

END



" Quel | progranm KFOLGE2. BAS

Ber echnung der Bahn der konpl exen Iteration
"z(n+l) = z(n)"2 + ¢

Ei ngabewert e:

x =0 "konpl exer Startwert z0 = (x0, yO0)
y =0

a=-1.15 "Paranmeter ¢ = (a, b)

b =.25

nmax = 500 " Anzahl der Iterationen nmax

CLS

PRI NT

PRI NT

zbetrag = SQR(x ~ 2 +y N 2)
PRI NT USI NG "### ##. ######  ##. #f## 88, ###s#"; 0, x; y; zbetrag

FORi =1 TO nmax "Iterationsschleife
XX =X ™N2-y"™N2+a "Hil fsgroesse
y =2*x*y+b "I magi naert ei
X = XX 'Real t ei
zbetrag = SQR(x » 2 +y ™ 2)
PRI NT USI NG "### ##. ######  ##. #8484 ##. ##4#8#4", 1, X; y; zbetrag
NEXT
LOCATE 1, 1
PRINT " n x(n) y(n) Betrag von z(n)"
[ N | I L e "

END



Ber echnung und grafische Darstellung des Orbits,
der Fi xpunkte der ersten Iterierten sow e

des Di vergenzkrei ses der komnpl exen Iteration
"z(n+l) = z(nN)"2 + ¢

a=-.5.b=.5 "Paranmeter ¢ = (a, b)

x =.5y =-.5 "Startwert z0 = (x0, yO0)

nmex = 30 " Anzahl der Iterationen nnmax
SCREEN 12

px = 420 " Bi | dschi rnberei ch

py = 420

Xmn = -2: xpax = 2 "mat henati scher Bereich
ymn = -2: ymax = 2

xschritt = (xmax - xmin) / px "Schrittweite

yschritt = (ymax - ymin) / py

" Achsenkreuz
LINE (0, ymax / yschritt)-(px, ymax / yschritt)
LINE (-xmin / xschritt, 0)-(-xmin / xschritt, py)

" Fl ucht schr anke
r=(1+SQR(L +4* SQRa™"2+b"™2))/ 2
r2=r ™2

' Di vergenzskrei s
CIRCLE (-xmn / xschritt, ymax / yschritt), r / xschritt, 12

" Ei nheitskreis
CIRCLE (-xmin / xschritt, ymax / yschritt), 1 / xschritt

"lIteration

sx = (x - xmn) / xschritt ' Start punkt
zy = (ymax - y) [/ yschritt

PSET (sx, zy), 12

CIRCLE (sx, zy), 3, 12

FORi = 1 TO nmax "lIterationsschleife
XX =x "N2-yn™2+a
y =2*x*y+b
X = XX
IFx ™2 +y™2>r2 THEN EXIT FOR
sx = (x - xmn) / xschritt
zy = (ymax - y) [/ yschritt
LINE - (sx, zy), 12 ' Punkt ausgabe
"PSET (sx, zy), 12
NEXT i

"Fi xpunkte der 1. lterierten
p=1-4*a q=-4*D0

IF g =0 THEN
IF p <= 0 THEN
u=20: v =SQR(-p)
ELSE
u=SSQR(p): v=20

END | F
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ELSE
u=S®R((p+SR(p"*2+qg"2)/ 2
IFu=0THEN Vv = SQR(-p) ELSEV =g/ 2/ u
END | F
x1 =(1+u) / 2: yl v/ 2
x2 = (1 - u) [/ 2: y2 -v [ 2
sx1 = (x1 - xmin) / xschritt: zyl (ymax - y1) / yschritt
sx2 = (x2 - xmn) / xschritt: zy2 (ymax - y2) / yschritt
CIRCLE (sx1, zyl), 3: CIRCLE (sx2, zy2), 3

PRI NT "c-Paraneter:"
PRINT "“("; a; ";"; by ")"

END



' Berechnung der Julia-Menge mt

"Unkehri ter

' Ei ngabewer

a=-1. b=0

X =-.1vy

nmax = 100000

(x0, y0)

ation z(n+l) = +-S@R (z(n)-
te:

"Paranmeter ¢ = (a, b)
=0 "Startwert zO0 =

" Anzahl der

Iterationen nmax

SCREEN 12

px = 420: py = 420

'z - Ebene
Xxmn = -2:
ymn -2:

xschritt
yschritt

2
2

Xmax
ymax

(xmax - xmn) / px
(ymax - ymn) / py

" Achsenkr euz

LINE (0, ymax / yschritt)-(px,

LINE (-xmn

" Ei nhei t skr

CIRCLE (-xmn / xschritt,

"lterations

ei s

schleife

FORi =1 TO nmax

p=x -
IFgq=0
u =
ELSE
u =

a:. g=y-b
THEN

q:
IF p <= 0 THEN

0: v = SQR(-p)
SR(p): v =20

END | F

ELSE

'"VGA, 640 x 480 Pi xel
"Bi | dschi rnberei ch

"mat hemati scher Bereich
' Real t ei
"I magi naert ei

"Schrittweite

ymax / yschritt)
/ xschritt, 0)-(-xmin / xschritt, py)

u=3SR((p + SR(p*2+qg" 2)/
= 0 THEN v = SQR(-p) ELSE v =

IF u
END | F
X = u: vy
' zuf ael
IF RND >
' Punkt au
IFi >5
SX
zy
PSET
END | F
NEXT i

PRI NT "c-Pa
PRINT "(";

END

=V

i ge Auswahl der beiden Wirzeln

.5 THEN x = -x: vy
sgabe
0 THEN

= -y

(x - xmin) / xschritt
(ymax - y) [/ yschritt

(sx, zy), 12

rameter:"
a; Il'll; b; Il)ll

ymax / yschritt), 1 / xschritt

2)
g/ 2/ u

16 Far ben



"Quel | progranm JULI A2. BAS

Ber echnung der ausgefuellten Julia-Menge

fer die konplexe Iteration z(n+l) = z(n)"2 + ¢

nach dem Level - Set - Al gori t hnus.

Die Iterationstiefe wird schrittweise erhoeht und
damt die Julia-Menge mt N veaufl aechen angenaehert.

a=-1 'Parameter ¢ = (a,b)
b=20

SCREEN 12 '"VGA, 640 x 480 Pixel, 16 Farben
px = 400: py = 400 " Bi I dschi rnberei ch

'z -Ebene " mat hemat i scher Berei ch
xmn = -4: xmax = 4 'Real t ei

ymn = -4: ymax = 4 "I magi naert ei

xschritt = (xmax - xmin) / px "Schrittweite
yschritt = (ymax - ymn) / py

r=2+ SQR(a™2+hbn 2 " Fl ucht schr anke
r2z=r ™ 2

CLS

FOR nmax = 0 TO 6
' Berechnung der angenaeherten Julia-Menge durch
' Abt asten der Bildschirnpunkte nmt Test auf Mengenzugehoeri gkeit

FOR sx = 0 TO px " Bi | dschi rnSpal t en
X = Xxmn + sx * xschritt
FOR zy = 0 TO py "Bil dschirniZeil en

y = ymax - zy * yschritt
x1 =x: yl =y

FOR n =1 TO nmax "lterationsschleife
xXx = x1 * x1 -yl * yl + a "Hil fsgroesse
yl =2 * x1* yl +b "I magi naert ei
x1 = xx ' Real t ei
IF x1 * x1 +yl * yl >r2 THEN EXIT FOR
NEXT n

' Punkt ausgabe
IF x1 * x1 +yl * yl <= r2 THEN PSET (sx, zy), 5 + nmax
NEXT zy
NEXT sx
NEXT nmax

nmax = 100
' Berechnung der Juli a- Menge

FOR sx = 0 TO px " Bi l dschi rnSpal t en
X = xmn + sx * xschritt
FOR zy = 0 TO py "Bil dschi rniZei |l en

y = ymax - zy * yschritt
x1 =x: yl =y

FOR n = 1 TO nmax "Iterationsschleife
xX = x1 * x1 -yl * yl + a "Hil f sgroesse
yl =2 * x1* yl +b "I magi naert ei
x1 = xx 'Real t ei
IF x1* x1 +yl* yl >r2 THEN EXIT FOR
NEXT n

IF x1 * x1 +yl * yl <= r2 THEN PSET (sx, zy), O
NEXT zy



NEXT sx

PRI NT "c-Paraneter:"
PRINT "("; a; ","; by ")"

END
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" Quel | progranm JULI A3. BAS

Das Progranmm berechnet die Julia-Mnge fuer die
Iteration z(n+l) = z(n)*2 + ¢ nach dem

Level - Set - Al gorithnus, ausserdem alle Fixpunkte
der 1. und 2. Iterierten nit expliziten Forneln.
" Anzi ehende Fi xpunkte mt hoeherer Periodenzah
"werden nunmeri sch angenaehert.

' Ei ngabewerte:

a=-.1 "Parameter ¢ = (a, b)

b =.75

nmax = 100 " Anzahl der Iterationen nmax

SCREEN 12 '"VGA, 640 x 480 Pixel, 16 Farben

px = 420: py = 420 "Bi |l dschi rnbereich

' z- Ebene " mat hemat i scher Berei ch
Xxmn = -2: xpax = 2 ' Real t ei

ymn = -2: ymax = 2 "I magi naert ei

xschritt = (xmax - xmn) / px "Schrittweite

yschritt = (ymax - ymn) / py

" Fl ucht schr anke
r=2+ SQR(a™2+hbn 2
r2=r " 2

CLS

' Berechnung der ausgefuel lten Julia-Menge durch
' Test auf Mengenzugehoeri gkeit:

x =0y =0

FOR sx = 0 TO px "Bil dschirnspal t en
X = Xxmn + sx * xschritt
FOR zy = 0 TO py "Bil dschirnezeil en

y = ymax - zy * yschritt
x1 =x: yl =y

FOR n = 1 TO nmax "Iteration
xX = x1 * x1 -yl * yl + a "Hil fsgroesse
yl =2* x1* yl +b "I magi naert ei
x1 = xx 'Real t ei
IF x1* x1 +yl* yl >r2 THEN EXIT FOR
NEXT n

' Punkt ausgabe
IF x1 * x1 +yl * yl <= r2 THEN PSET (sx, zy), 9
NEXT zy
NEXT sx

"Fi xpunkte der 1. lterierten

p=1-4*a q=-4*D0

u=SR((p +SR(p"2+q9"2))/ 2

IFu=0THEN Vv = SQR(-p) ELSEVv =g/ 2/ u

=(1+u / 2.yl =v/ 2

=(1-u [/ 2: y2 =-v /[ 2

sx1 = (x1 - xmn) / xschritt: zyl = (ymax - yl1) / yschritt
sx2 = (x2 - xmn) / xschritt: zy2 = (ymax - y2) / yschritt
CIRCLE (sx1, zyl), 3, 10: CIRCLE (sx2, zy2), 3, 10

"Fi xpunkte der 2. lterierten
p=-3-4*a g=-4*~5b
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u=SR((p+SR(p"2+qg"2))/ 2

IFu=0THEN v = SQR(-p) ELSEV =g/ 2/ u
xL =-(1+u [/ 2. yl=-v /[ 2
X2 =-(1-u [/ 2. y2=v /| 2

sx1 = (x1 - xmn) / xschritt: zyl = (ymax - yl1) / yschritt
sX2 = (x2 - xmin) [/ xschritt: zy2 = (ymax - y2) / yschritt
CI RCLE (sx1, zyl), 3, 12: CIRCLE (sx2, zy2), 3, 12

"Iteration zur naeherungswei sen Fi xpunktberechnung
x =0y =0

FORi =1 TO 1000
XX =X * X -y *y+a
y =2*x*y+b
X = XX
IFx*x+y*y>r2 THEN EXIT FOR
sX = (X - xmn) / xschritt
zy = (ymax - y) [/ yschritt
IF i > 900 THEN CI RCLE (sx, zy), 3
NEXT i
LOCATE 28
PRI NT "Berechnungsparanmeter: a ="; a; "; b ="; b; "; n

END

nmax



"Quel | progranm JULI A4. BAS

Das Progranmm berechnet die Julia-Mnge fuer die
Iteration z(n+l) = z(n)*2 + ¢ nach dem

Level -Set-Al gorithnus. Mt Unkehriteration wird ein
Punkt der Julia-Menge angenaehert, der anschliessend
iteriert wird.

' Ei ngabewert e:

|
a=20 'Parameter ¢ = (a, b)

b=.5

n0 = 65 "Jul i a- Mengen- Punkt (nO > 50)

SCREEN 12 '"VGA, 640 x 480 Pixel, 16 Farben

px = 420: py = 420 " Bi | dschi rnberei ch

' z- Ebene " mat hemat i scher Berei ch
Xxmn = -2: xmax = 2 'Real t ei

ymn = -2: ymax = 2 "I magi naert ei

xschritt = (xmax - xmn) / px "Schrittweite

yschritt = (ymax - ymn) / py

" Fl ucht schr anke
r =2+ S@Ra”™2+bn 2
r2=r " 2

CLS

' Berechnung der ausgefuellten Julia-Menge nach dem
" Level - Set - Al gorithrus:

x =0y =0

FOR sx = 0 TO px "Bil dschirnspal t en
X = xmn + sx * xschritt
FOR zy = 0 TO py "Bildschirneeilen

y = ymax - zy * yschritt
X1 =x: yl =y

FOR n = 1 TO 100 "lteration
xX =x1 * x1 -yl * yl + a "Hil fsgroesse
yl =2 * x1* yl +b "I magi naert ei
x1 = xx ' Real t ei
IF x1 * x1 +yl* yl >r2 THEN EXIT FOR

NEXT n

' Punkt ausgabe
IF x1 * x1 + yl * yl <= r2 THEN PSET (sx, zy), 9
NEXT zy
NEXT sx

' Berechnung ei nes Punktes in der Julia-Menge
"durch Unkehriteration
x =.01: y =0
FORi =1 TO nO
p=x-a g=y-5b
IF g = 0 THEN
IF p <= 0 THEN
u=20: v =SQR(-p)

u=3SR((p +SRp"2+qg"2))/ 2
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IFu=0THEN v = SQR(-p) ELSEV =g/ 2/ u
END | F
X = u y =yv
"zufael li ge Auswahl der bei den Wirzeln
IF RND> .5 THEN X = -x: y = -y
NEXT

sx = (x - xmn) / xschritt
zy = (ynmax - y) [/ yschritt
' Punkt ausgabe

CI RCLE (sx, zy), 3, 12

"Iteration des Julia-Mengen-Punktes
x1 =x: yl =y

FOR n =1 TO 20 "lteration
xX = x1 * x1 -yl * yl + a "Hil fsgroesse
yl =2 * x1 * yl +b "I magi naert ei
x1 = xx ' Real t ei
sx = (x1 - xmn) / xschritt

zy = (ymax - yl) / yschritt
' Li ni eausgabe
LI NE -(sx, zy)

NEXT n

LOCATE 28
PRI NT "Berechnungsparanmeter: a ="; a; "; b ="; b;

END



"Quel | progranm : MANDEL1. BAS

Ber echnung der Mandel br ot - Menge der konpl exen Iteration
"z(n+l) = z(n)"2 + ¢ mt dem Level -Set-Al gorithnus.

Wahl wei se koennen Ni veaul i ni en dargestellt werden.

SCREEN 12 '"VGA, 640 x 480 Pixel, 16 Farben
px = 600: py = 400 "Bi |l dschi rnbereich

CLS

PRI NT "Berechnung der Mandel br ot - Menge"

PRI NT " ===========—=======—=—=—=—=—=—=—=—===—=—=="

PRI NT

PRI NT "Das Programm stellt die Mandel brot-Menge grafisch dar."
PRI NT "Ei ngabeparaneter sind di e Komponenten a und b"
PRI NT "fuer den konpl exen Bereich der Konstanten ¢ = (a,h)"

mar ke:

PRI NT

'c-Ebene, ¢ = (a,b) ' mat hermat i scher Bereich
INPUT "amn =", amn

I NPUT "amax = ", anmax

INPUT "bmn =", bmn

bmex = 2/ 3 * (amax - amin) + bmin

PRI NT

PRI NT "Maxi mal e Anzahl der Iterationen:"
I NPUT "nmax = ", nnmax

PRI NT

I NPUT "Darstellung von Niveaulinien (j/n) ?2 ", nl'$
PRI NT
INPUT "G tternetz (j/n) ?2 ", gi $

aschritt = (amax - amn) / px "Schrittweite
bschritt = (bmax - bmin) / py
CLS

' Berechnung der Mandel br ot - Menge durch Abtasten der
" Bi | dschi r npunkt e

FOR sx = 0 TO px " Bi |l dschi rnSpal t en
a =amn + sx * aschritt
FOR zy = 0 TO py "Bil dschirniZeil en
b = bnmax - zy * bschritt
x =0y =0 "Startwert z0=0
FOR n = 1 TO nmax "Iteration
XX =X * X -y *y+a "Hil fsgroesse
y =2*x*y+b "I magi naert ei
X = XX ' Real t ei
IFXxX*x+y*y>4THENNO = n: EXIT FOR
"Der Punkt ¢ = (a, b) gehoert nicht zur Mandel brot - Menge
NEXT n
' Punkt ausgabe
IFnl$ ="j" THEN

IF INT(nO / 2) = n0 / 2 THEN PSET (sx, zy)
"Darstellung der N veaulinien

IF x * x +y *y <=4 THEN PSET (sx, zy), 12

"Der Punkt ¢ = (a, b) gehoert zur Mandel brot - Menge
ELSE

IF X * x +y *y <=4 THEN PSET (sx, zy), 12

"Der Punkt ¢ = (a, b) gehoert zur Mandel brot - Menge

END | F
NEXT zy



109

NEXT sx
"Gtternetz
IFgi$="j" THEN
FORi = 0 TO px STEP px / 30
LINE (i, py)-(i, 0)
NEXT i
FORj =0 TO py STEP py / 20
LINE (0, j)-(px, )
NEXT |
END | F
LOCATE 28
PRINT "amn ="; amn; ";"; " amax = "; amax; ";";

PRINT " bmin ="; bmn; ";"; " bmax ="; bmax; ";",;
PRINT " nmax = "; nmax

| NPUT "Weitere Berechnung (j,n) "; antwort$

IF antwort$ = "j" THEN GOTO nar ke

END



"Quel | progranm : JULI A5. BAS

Ber echnung der Julia- Menge der konpl exen Iteration
"z(n+l) = z(n)"2 + ¢ mt dem Level -Set-Al gorithnus.
Wahl wei se koennen Ni veaul i ni en dargestellt werden.

SCREEN 12 'VGA, 640 x 480 Pi xel, 16 Farben
px = 600: py = 400 "Bi |l dschi rnbereich

CLS

PRI NT "Berechnung der Julia- Menge"

PRI NT " ===========—=========—=—=—===="

PRI NT

PRI NT "Das Programm stellt die Julia-Menge grafisch dar."
PRI NT "Ei ngabewerte sind di e Konponenten a und b"

PRI NT "des Paraneters ¢ = (a,b) sowie die x- und y-"

PRI NT "Koordi naten fuer den dynam schen Bereich z = (x,y)."

mar ke:

PRI NT

PRI NT "Paraneter ¢ = (a, h)"

INPUT "a =", a

INPUT "b =", b

PRI NT

'z-Ebene, z = (X,Y) ' mat hermat i scher Bereich
PRI NT " Dynani scher Bereich"

INPUT “"xmin =", xmn

I NPUT "xmax = ", xmax

INPUT "ymin =", ymn

ymax = 2/ 3 * (xmax - xmn) + ymn

PRI NT

PRI NT "Maxi mal e Anzahl der Iterationen:"
I NPUT "nmax = ", nmax

PRI NT

I NPUT "Darstellung von Niveaulinien (j/n) ?2 ", nl'$
PRI NT
INPUT "G tternetz (j/n) ?2 ", gi $

xschritt = (xmax - xmin) / px "Schrittweite
yschritt = (ymax - ymin) / py

r =2+ SQR(a™2+hbn 2 " Fl ucht schr anke
rz=r "2

CLS

' Berechnung der Julia-Menge durch Abtasten der
" Bi | dschi r npunkt e

FOR sx = 0 TO px "Bi |l dschi rnSpal t en
X = xmn + sx * xschritt
FOR zy = 0 TO py "Bil dschirniZeil en
y = ymax - zy * yschritt
x1 =x: yl =y "Startwert zO0
FOR n = 1 TO nmax "lteration
xX = x1 * x1 -yl * yl + a "Hil fsgroesse
yl =2 * x1 * yl +b "I magi naert ei
x1 = xx ' Real t ei
IF x1 * x1 +yl* yl>r2 THENnO = n: EXIT FOR
NEXT n
' Punkt ausgabe
IFnl$ ="j" THEN

IF INT(nO / 2) = n0 / 2 THEN PSET (sx, zy)
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"Darstellung der N veaulinien

IF x1 * x1 + yl * y1 <= r2 THEN PSET (sx,
ELSE
IF x1 * x1 +yl * yl <= r2 THEN PSET (sX,
END | F

NEXT zy
NEXT sx
"Gtternetz
IF gi$ ="j" THEN

FORi = 0 TO px STEP px / 30

LINE (i, py)-(i, 0)
NEXT i
FORj =0 TO py STEP py / 20
LINE (O, j)-(px, j)

NEXT j
END | F
LOCATE 27
PRINT "a ="; a; ";"; " b="; b
PRINT "xmin ="; xmn; ";"; " xmax ="; xmax; ";";
PRINT " ymin ="; ymn; ";"; " ymax = "; ymax; ";";
PRINT " nmax = "; nmax
| NPUT "Weitere Berechnung (j,n) "; antwort$
IF antwort$ = "j" THEN GOTO nar ke

END

zy),

zy),

12

12



"Quel | progranm QUATL. BAS

Das Progranmm berechnet die Julia-Menge nit Quaternionen
fuer die Iteration q(n+tl) = qgq(n)"2 + ¢

nach dem Level - Set - Al gori t hnus.

Di e z-Konponente wird mit Hoehenlinien dargestellt.

Ei ngabewert e:

a=-1. b=0 "Paranmeter ¢ = (a, b)

nmax = 15 " Anzahl der Iterationen nnmax
SCREEN 12 '"VGA, 640 x 480 Pixel, 16 Farben
px = 400: py = 400 " Bi |l dschi rnbereich

' g- Raum ' mat hermat i scher Berei ch

Xxmn = -2: xmax = 2

ymn = -2: ymax = 2

zmn = 0: zmax = 1

xschritt = (xmax - xmin) / px "Schrittweite
yschritt = (ymax - ymn) / py

zschritt = .02

CLS

' Berechnung der Julia-Menge durch Abtasten der
"Bildschirnpunkte mt Test auf Mengenzugehoeri gkeit

FOR sx = 0 TO px ' x- Komponente (Bil dschirmspalten)
X = xmn + sx * xschritt
FOR zy = 0 TO py 'y-Komponente (Bil dschirnzeil en)
y = ymax - zy * yschritt
FOR z = zmin TO zmax STEP zschritt ' z- Konponent e
x1 =x: yl =y: z1 =2z
FOR n 1 TO nmax "Iterationsschleife
XX x1* x1 - yl*yl- z1* z1 + a

yl 2*x1*yl+b

z1 2 * x1 * z1

x1 XX

IF x1* x1 +yl*yl + 2z1* z1 > 16 THEN EXIT FOR
NEXT n

IF x1* x1 +yl* yl + z1 * z1 <= 16 THEN
"Darstellung der z-Konponente durch Hoehenlinien
FORi =0 TO 10

IFz>i* 1 ANDz < (i +1) * .1 THEN
' Punkt ausgabe
PSET (sx, zy), 3 +

EXIT FOR
END | F
NEXT
END | F
NEXT z
NEXT zy

NEXT sXx
PRI NT "c-Paraneter:"
PRINT "("; a; ","; b; ")"

END



' Ber echnung der
' Newt on- Ver f ahren

CLS
PRINT "i", "ni, "a(i)", "del(i)", "a'(i)"
L N I i e
PRINT "-mmmm e e oo - -
i =0
m=2 "
a(i) =0
PRINT i, m a(i)
i =1
m=2 "
a(i) = -1 'Parameter a
d(i) = 4 ' Fei genbaum Konstante (1. Naeherung)
' Schaet zwert fuer naechstes a(i +1)
aa(i) = a(i) + (a(i) - a(i - 1)) / d(i)
PRINT i, m a(i), d(i), aa(i)
FORi =2 TO®6
m=2 "
a = aa(i - 1)
DO "Schleife zur Nullstell enbesti mmng
x =0
X =X * x +a
xstr =1
FORk =2 TOm "mte lterierte
xstr =2 * x * xstr + 1 ' Abl ei tung
X =X * x +a " Funktion
NEXT k

a- x [ xstr
LOOP UNTIL ABS(x) < .00001
a
2

a(i) =

Fei genbaum Konst ant en nach dem

' Newt on- Naeher ung

IF i THEN
d(i) = 4
ELSE
d(i) = (a(i - 2) - a(i - 1)) / (a(i - 1) - a(i))
END | F
aa(i) = a(i) + (a(i) - a(i - 1)) / d(i)
PRINT i, m a(i), d(i), aa(i)

NEXT i

END
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6.2 Koordinaten - Transformation

mathematische K oordinaten Bildschir mkoordinaten
(0,0 S ® (Px, 0)

Ymax

y X® Zy

0 _

(S0 2y)
Ymin
Xmin 0 Xmax (0, py) (Px. py)
Schrittweite

Xschritt = (Xmax - Xmin) / Px

Yschritt = (ymax - Ymi n) / Py

Transfor mationsgleichungen

| SxXschritt | | X = Xmin T Sc®Xschritt
[ [ |
S = (X - Xmin) I Xschritt
Xpmin X Kmax
Ymax —T—
Zy>Y schritt Y = Ymax = ZyYschritt
Zy = (ymax - y) / Yschritt
y —

Ymi n -
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6.3 Konvergenzsatz

Satz
Essel X' Fixpunkt der Iteration xn+1 = Y(Xn) . Ferner sei y'(x) stetig in einem Intervall (a, b)
um den Punkt X~ herum und es gelte |y'(X’)| < 1. Liegt dann der Startwert X, der Rekursion

nahe genug an X, so strebt x, gegen X .

Beweis

Wegen |y'(x')| < 1 18Rt sich ein abgeschlossenes Teilintervall [a, b von (a, b) finden, in
welchem auch noch |y'(x)| < 1 gilt. Fir jeden Punkt x aus[a, b'] kann man nach dem
Mittelwertsatz der Differentialrechnung schreiben:

y(x) - y(x) _

: y'(x) mit xI[x',x]I [a,b],
X- X

wobel x ein nicht naher angebbarer Punkt zwischen x” und x ist.

y(x)
A
y=X
Tangenteim
Punkt (X, y(x))
y(x)
y(x)
| | >
a X X X b X

Day(x) = x ist, kénnen wir auch schreiben:

y(x) - X =y(x)%x - X)
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Der Startpunkt xo der Rekursion moge nun im Intervall [&, bl liegen. Day(Xxg) = X1 i€, folgt:
X1- X =Y'(Xo)Xo- X) mit X [X, (]
Xo liegt in [&, bl und daher ist |y'(xo)| < 1, d.h.:
1~ X[ <[xo- X|
Diese Ungleichung besagt, dai3 x; naher am Fixpunkt X" liegt als o und auch in [&, bT.
Indem man x; und alle weiteren Rekursionen X, ebenso behandelt wie Xo, stellt man fest, dal3
alediese Punktein [a, b'] liegen und man algemein schreiben kann:
Xne1- X =Y (X)$Xn- X)) mit Xal [X, Xo]
Es sel nun k das Maximum von |y'(x)|: k = Max(ly'(X)]) <1 in[a, b].
Dax,1 [a, b]ist, folgt [y'(x,)| £ k und es gilt:
Kns1 - X | £ KXo - X
Also:
IX1- X' | £ Kdxo- X |
X2 - X | £ ko - X | £ Ko - X
X3~ X £ kaxa - X | £ Ko X
Xn= X | £ KXn-1- X £ Ko - X*]
Wegenk < 1 strebt k" ® Ofurn® ¥ und esfolgt:
imix, - x'| =0
oder

limx, =x a
n® ¥
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6.4 Berechnung der Feigenbaum- Konstanten

Ausgangspunkt ist die Iterationsgleichung

yaX) =x*+a

In Kap. 2.6 haben wir fir diese Iteration Parameterwerte ay, &, &, -.... experimentell
gefunden, ab denen sich 1er-, 2er-, 4er- , 8er- Zyklen u.s.w. ergeben haben. Mit diesen
Parametern konnten wir die Feigenbaum- Konstante d und den Feigenbaum- Punkt ay
abschétzen.

Bei der nédherungsweisen, numerischen Berechnung von d geht man von einem anderen Satz

von Parameterwerten a(i) aus und zwar von den sogenannten superattraktiven

Parameterwerten, fUr die die Iteration besonders schnell und direkt konvergiert. Diese sind
durch folgenden Zyklus mit dem kritischen Punkt als Zyklusdlement definiert:

Z={0; yg(i)(o) 1 0; Y§(i)(o) 05 ... : ygol) (0)* 0}; yii(i)(o) =0
Es sind also Parameterwerte a gesucht, die die Bedingung

y"(0) =g@=0 mit m=2;i=0,1,23, .....

der minimalen Periode m erfullen. y;'(0) ist als Funktion von a anzusehen.

Die ersten Parameterwerte a(i) kdnnen wir explizit angeben:

i=0; yL(0) =x*+a=0
b a0)=0
i=1: y2(0) =(x*+a)°+a

=x*+2ax*+a@+1)=0

P al)=-1

Die weiteren Parameterwerte a(2), a(3), .... missen numerisch berechnet werden. Dabei
wenden wir zur Nullstellenberechnung der Gleichung g(a) = 0 das Newton- Verfahren

(Isaac Newton, 1643 - 1727) an:
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4 9(a) 9@
9(a0)
a a
> a
‘—“‘/ al a)

Aus der Abbildung ergibt sich:

9(a)
-8
Daraus errechnet sich:
9(a,)
9'(a,)
Der Wert a; stellt gegentiber dem Wert & eine bessere Naherung fir die Nullstelle adar. Wird

tana =g'(ao) =

a1 =3 -

dieses Verfahren wiederholt angewendet nach der Iterationsgleichung

g(a,)
g'(a)

X+l = & -

dann kann die Nullstelle & mit beliebiger Genauigkeit berechnet werden. Eine
Abbruchbedingung fir die Iteration kann darin bestehen, dal? |g(a)| einen vorgegebenen,
kleinen Wert e unterschreitet.

Das Problem besteht in der Berechnung der Ableitung g'(a). Dazu schauen wir uns das

folgende Iterationsschema an:
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Funktion Ableitung nach a

Xo=0

X1 = X2 +a X:'=0

Xo =X’ +a X2 = 2xaxq' + 1

X3 = X2 +a X3 = 2% + 1

Xm = Y5 (X, =0) =9(a) Xm' = Ya (X, =0)=g'(a)
=x2,+a = m-1X,., +1

Somit kann die m- te Iterierte und deren Ableitung sukzessive berechnet werden.

Die Nullstellenbestimmung liefert dann die weiteren Parameterwerte a(2), a(3), ...., an), ...
Mit diesen Parameterwerten kann eine Schétzung fir die Feigenbaum- Konstante d angegeben
werden:

_ ain- 2)- a(n-1)

am) a(n-1)- a(n)

Aullerdem 183t sich damit eine Néherung a(n) fur den nachsten Parameterwert a(n+1)
berechnen:

a(n) = a(n) + (a(n) - a(n- WTln)

Dieser Wert wird dann als Startwert fUr die néchste Berechnung von a(n+1) benutzt.

Das beschriebene Verfahren wird mit dem Programm FEIGE3 realisiert. Man erhélt

folgenden Ergebnisausdruck:

i m ai) del i) a()

0 1 0

1 2 1 4 -1.25

2 4 1310703 4 -1.388378
3 8 -1.381548  4.385675 -1.397701
4 16 1306045  4.601014 -1.400292
5 32 -1.400253  4.65493  -1.400964
6 64 1400962 4.667452 -1.401114

Die Berechnung der Naherungswerte der Konstanten d und a; erfolgt bisi = 6 also bis zur
64. Iterierten. Eine weitere Berechnung ist nicht mehr sinnvoll, da die Parameterwerte a(n)
immer dichter liegen und dann die Rechengenauigkeit des Rechners hier nicht mehr ausreicht.
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6.5 Internet- Adressen

[A] www- users.rwth- aachen.de/niko.wilbert/frac/salomo/index.htm

(Programm "Salomo" von Niko Wilbert)

[B] http://www.physcip.uni-stuttgart.de/phy11733
(Programm "Quat" von Dirk Meyer)

[C] www.gbasic.de
(QuickBASIC)
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